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Vorwort. 



Das vorliegende Buch ist bestimmt, diejenigen Hefte der „Kleyer-Ency- 
klopädie" zu ergänzen bezw. zu ersetzen, welche bisher über das Apollonische 
Problem erschienen sind. 

Die Abtrennung dieses Zweigs der Konstruktionsaufgaben von den übrigen 
findet ihre Rechtfertigung darin, dass die Kreisberührungsaufgaben ein verhält- 
nismässig abgeschlossenes Ganzes bilden, nur wenige Hilfssätze aus den übrigen 
Teilen der Planimetrie erfordern, aber sowohl ein erhöhtes theoretisches Interesse 
bieten, als für den Techniker, besonders den Zeichner, von grösster Wichtig- 
keit sind. 

Ich habe mich nicht auf die Lösung der bekannten zehn Hauptaufgaben 
des Berührungsproblems beschränkt, welche in den Geometrielehrbüchem vor- 
zugsweise behandelt werden, sondern nach unten und oben über diesen engen 
Rahmen hinausgegriffen. 

Im Interesse desjenigen, welcher nur zu Zwecken des praktischen Zeich- 
nens mit Kreisberührungsaufgaben zu thun hat, wurden auch die elementaren 
Aufgaben, namentlich diejenigen, bei welchen der Halbmesser des gesuchten 
Kreises gegeben ist, ausführlich dargestellt und sodann in einem besonderen 
Abschnitt gezeigt, wie man durch methodisches Probieren Kreise zeich- 
net, welche gegebene Bedingungen erfüllen. 

Sodann wurden auch diejenigen Aufgaben in den Kreis der Betrachtung 
gezogen, welche sich mit dem Schnitt von Kreisen nach Sehnen von gegebener 
Länge, unter rechtem Winkel oder unter dem Durchmesser befassen. 

Der Schnitt von Kreisen nach beliebig gegebenem Winkel hätte, vollständig 
behandelt, zu tief in das Prinzip der redproken Radien hineingeführt und wurde 
deshalb bei Seite gelassen. 



VI Voryrort. 

Die beiden Schlusskapitel enthalten im wesentlichen eine Reproduktion der 
beiden schönen Abhandlungen Steiners im I. Band von Grelles Journal. 

Durch den eleganten Schröterschen Beweis für die Steinersche Lösung des 
Malfattischen Problems ist das letztere neuerdings mehr in den Vordergrund 
getreten, möge das vorliegende Büchlein dazu beitragen, das Interesse nicht 
nur für dieses Problem, sondern auch für die übrigen reizvollen Beziehungen 
zwischen Berührungskreisen, welche Steiner in der erwähnten Abhandlung nach- 
gewiesen hat, in weitere Kreise zu tragen. 

Stuttgart, im November 1890. 



Prof. Heinrich Cranz. 
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ans allen Zweigen der Physik, Meehaülk, Grapliostatlky Chemie, Geodftsie, Ifanliky 
raathemat. Geographie, A8to*onomie| des Maschinen-. Straften-, Eisenhahn-, Wasser-) 
Brfleken- u. Hoehbaa's^ der Konstrnktionslehren als: darstell. Geometrie, Polar- o. 

Parallel-PerspectlTe, Sehattenkonstmktiouen etc. etc. 

fOr 

Schüler^ Studierende, Kandidaten, Lehrer, Technilrer jeder Art, Milit&rs etc. 

zum einzig richtigen und erfolgreiclien 

Studium, zur Forthülfe bei Schularbeiten und zur rationellen Verwertung 

der exakten Wissenschaften, 

herausgegeben von 

Dr. Adolpb HLleyer^ 

Mftthamfttikav, vereldeteT kOnlgl. preaii. Feldmesser, rereidoter groseh. hesBiichor Oeometes I. KlMie 

in Frankfurt a. M. 
^ anter Mitwirkung der bewährtesten Kräfte. 
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Das apollonische Berührungsproblem 

nebst verwandten Aufgaben. 

Zweite Anflage,* 

Nach System Kleyer bearbeitet von Professor Heinr. Cranx. 

Seite 1—16. Mit 12 Figuren. 
Inhalt: 

Berflhrangsaufgaben, gelöst ohno Anwendung der Lehre von den Proportionen. 



* Die Hefte 10, 14, 24, 29, 33, 39, 40, 53 der ersten Auflage des apoUon. Berahrungsproblems 
sind vergriffen. Durch die nunmehr zur Ausgabe gelangende svreite, ron Prof. II. Crans durchaus neu 
bearbeitete Auflage ivird das apollonische Ueruhrun^sproblem zum Abschluss gebracht werden. 



Stattgart 1890. 

Verlag von Julius Maler. 



Das vollständige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte kann 




Preisgekrönt in Frankfurt a, M, 1881, 

PROSPEKT. 

Dietei Werk, welchem kein Umllches sar Seite steht, erscheint monatlich in S— 4 
Heften ni dem bUlliren Preise Ton 25 ^ pro Heft and bringt eine Sammlang der wichtig- 
sten and praktischsten Anf gaben aus dem Cfesamtgeblete der Mathematik , Physikf 
Meehanik, math* Geographie y Astronomie y des Maschinen- ^ Strassen« , Eisenbahn-, 
Brileken- nnd Hochbanes, des konstroktiTon Zeieluiens etc. etc. and zwar in Tollstftndlg 
gelSster Form, mit Tielen Figuren, Eridftmngen nebst Angabe nnd Entwiekelnng der 
benntiten SHtie, Formehif Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Ltonng 
jedermann Yerst&ndlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Ansahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sieh in ihrer Gesamtheit ergftnaen nnd alsdann aach alle 
Teile der reinen and angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — Torliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang Ton nngeUteten Aafgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösnng Qn analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aafgaben) des Studierenden 
fiberlassen bleiben, nnd zngleich von den Herren Lehrern für den Schnlanterricht benntit 
werden können. — Die LOsnngen hierin werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehren erscheinen. Am Schiasse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, InhaltsTeraeieh« 
nis, Berlehtigmngen nnd erlftntemde ErklSmngen über das betreifende Kapital znr Aasgabe. 

Das Werk behandelt zan&chst den Hauptbestandteil des mathematisch-natnrwissen- 
Bchaftlichen ünterrichtsplanes folgender Schalen: Realsehnlen I. nnd IL Ord., gleieh- 
bereehtigten hSheren Bürgerschnlen, PriTatschnlen, Gymnasien, Realgjmtfasien, Pro» 
gynnasien, Sehnllehrer- Seminaren, Polytechniken, Tecliniken, Bangewerksehnlen, 
G6wer1>e8ehnlen, Handelssehnlen, teelin. Yorbereitnngssehnlen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildnngssehnlen, Akademien, ünirersitäten , Land- nnd Forstwissensehaftsseholen, 
Militibrsehnlen, Yorl>ereitangB- Anstalten aller Arten als i. B. fUr das Ei^fUirig^Frei- 
wHlige« nnd Offlsiers-Ezamen, etc. 

Die Seh Bier, Studierenden nnd Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Sehritt fUr Selirltt gelüste, Aufgaben- 
sammlung tmmerwShrend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum vnfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prflftangen zu lösen haben, zugleich aber anch 
die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften yorgeffihrt 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kriftige Stfltie für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem znr Erlernung des praküsehen Teil<M der mathematischen 
Disziplinen — mm Auflösen TOn Aafgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
ftbrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häoslichen Arbeiten ^e voll- 
Btändige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aafgaben in lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu rerwerten. Lust, Liebe 
nnd Yerstftndnis für den Schul-Ünterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Teelinikem und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung znr AnfIMschnng der erworbenen und yielleicht Tergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Bernfs* 
iweigen rorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft yerleihen nnd 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Yerwertnngren nnd weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellangen entgegen. Wichtige und praktische Aaf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der YerCssser, 
Dr. KlejMT, Frankfurt a. M. Fischerfeldstrasse 16, entgegen nnd wird deren Erledigung 
thnnHchst beradaichtigt 

Stattgart. Die Yerlagshandlnng. 



Das 



Apollonisehe Berührungsproblem 

nebst verwandten Aufgaben. 



Frage 1, Was versteht man unter 

dem Apollonischen Problem? Antwort. Das Apollonische oder 

Berührungsproblem umfasst diejeni- 

Erkl. 1. Ein Kreis ist eine Linie, deren gen Aufgaben, bei welchen die Zeichnung 
Punkte sämtlich von einem festen Punkte, dem von Kreisen verlangt wird, die durch ge- 
Mittelpunkte, gleichen Abstand haben. Die- gebene Punkte hindurchgehen, gegebene 
ser Abstand heisst Halbmesser des Kreises. ® i t • • r. t- • u -v. 
AUe Halbmesser eines Kreises sind einander gerade Lmien, gegebene Kreise berühren 

gleich. (Siehe Kleyer, Lehrb. d, ebenen Ele- SoUen. 
mentargeometrie.) 

Frage 2. Welche anderen einfachen 
Beziehungen kann ein gesuchter Kreis Antwort. Der gesuchte Kreis kann 
zu gegebenen Geraden oder Kreisen gegebene Geraden oder gegebene Kreise 
haben? nach Sehnen von gegebener Länge 

schneiden, gegebene Kreise rechtwinklig 
schneiden oder halbieren oder von ge- 
gebenen Geraden oder Kreisen halbiert 
werden. 



Anmerkung 1. Die in Frage 1 berührten Aufgaben bilden das Apollonische Problem 
im engeren Sinne, im weiteren Sinne begreift man auch die in Frage 2 angeführte 
Klasse von Aufgaben darunter; im Folgenden sollen die ersteren als die Haupt- 
aufgaben, die letzteren als die Nebenaufgaben des Apollonischen Problems 
bezeichnet werden. 

Anmerkung 2. Das Apollonische Problem hat seinen Namen von dem griechischen 
Geometer Apollonius von Pergil, Derselbe wurde 247 v. Chr. zu Pergä in Pam- 
philien geboren, schrieb als Hauptwerk acht Bücher über Kegelschnitte, welche 
grösstenteils in arabischer Bearbeitung auf uns gekommen sind. In seinem ver- 
loren gegangenen Werke über Kreisberührungen löste er zuerst die wichtigste 
Aufgabe des Problems, nämlich einen Kreis zu zeichnen, welcher drei gegebene 
Kreise berührt. (Siehe Klej/ers Encyklopädie: Klimpert, Geschichte der Geometrie 
Seite 69.) 

Frage 3. Wie viele Angaben sind 
nötig, damit ein Kreis nach Grösse und Antwort. Zur vollständigen Bestim- 
Lage vollständig bestimmt ist? mung eines Kreises nach Grösse und 

Lage gehören drei Angaben; nämlich 

Granz, Apolloo. Berahrungsproblem. 1 



Das Apollonische Berührungsproblem. 



Erkl. 2. Alle Kreise von gleichem Halb- 
messer sind einander kongruent. 



Erkl. 3. Ein Kreis geht durch einen 
gegebenen Punkt, wenn der Abstand des 
Mittelpunkts von diesem Punkte gleich dem 
Halbmesser ist. 



Erkl. 4. Ein Kreis berührt einen an- 
dern, wenn der Abstand beider Mittelpunkte 
gleich der Summe oder gleich der Differenz 
beider Halbmesser ist. 



Erkl. 5. Ein Kreis schneidet einen andern 
rechtwinklig, wenn ihre Halbmesser nach 
einem der Schnittpunkte einen rechten Winkel 
mit einander bilden. 



Erkl. 6. Ein kreis halbiert einen an- 
dern; wenn die gemeinschaftliche Sehne beider 
Kreise Durchmesser des zweiten Kreises ist. 



eine über die Grösse und zwei über die 
Lage, oder drei Angaben über die Lage. 

Das geeignetste Mittel, die Grösse 
eines Kreises zu bestimmen, ist die An- 
gabe seines Halbmessers. 

DieamliäufigstenvorkommendenLagen- 
bestimmungen eines Kreises sind folgende: 

Der gesuchte Kreis soll durch einen 
gegebenen Punkt gehen; 

er soll eine gegebene Gerade berühren; 

er soll einen gegebenen Kreis berühren ; 

er soll eine gegebene Gerade nach 
einer Sehne von gegebener Länge schnei- 
den; 

er soll einen gegebenen Kreis recht- 
winklig schneiden; 

er soll einen gegebenen Kreis halbieren, 
d. h. nach dem Durchmesser schneiden; 

er soll von einem gegebenen Kreis 
halbiert, d. h. nach einem Durchmesser 
geschnitten werden. 



Frage 4. Wie viele und welche Haupt- 
aufgaben umfasst das Berührungspro- 
blem, wenn der Halbmesser des ge- 
suchten Kreises gegeben ist? 



Erkl. 7. Bezeichnet man die Bestimmung a) 
durch p, die Bestimmung b] durch g, die Be- 
stimmung c) durch % , so erhält man die Zahl 
der möglichen Aufgaben als Kombinationszahl 
mit Wiederholung der drei Elemente p, g, k 
in Klassen zu je zweien, also 6, nämlich: 

O aus 
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wobei () den Halbmesser des gesuchten Kreises 
bedeutet. 



Antwort. Bei gegebenem Halbmesser 
bleiben für die Lagenbestimmungen des 
Kreises, abgesehen von der einfachsten 
Angabe, nämlich derjenigen des Mittel- 
punkts, je noch zwei von folgenden drei 
Bedingungen übrig: 

a). Gehen durch einen gegebenen Punkt, 

b). Berührung einer gegebenen Ge- 
raden, 

c). Berührung eines gegebenen Kreises. 

Daher umfasst in diesem Falle das 
Berührungsproblem sechs Hauptauf- 
gaben, nämlich: 

Einen Kreis zu zeichnen, welcher einen 
gegebenen Halbmesser hat und: 

1). durch zwei gegebene Punkte geht, 

2). durch einen gegebenen Punkt geht 
und eine gegebene Gerade berührt, 

3). durch einen gegebenen Punkt geht 
und einen gegebenen Kreis berührt, 

4). zwei gegebene Geraden berührt, 

5). eine gegebene Gerade und einen 
gegebenen Kreis berührt, 

6). zwei gegebene Kreise berührt. 



Das Apollonische BerUhrungsproblem. 



Anmerkung 3. Bezeichnet man die Bedingung, dass der gesuchte Kreis 

eine gegebene Gerade g nach einer Sehne von gegebener Länge s schneidet, durch g^, 
einen gegebenen Kreis k nach einer Sehne von gegebener Länge s schneidet, „ ä*, 
einen gegebenen Kreis h rechtwinklig schneidet, „ k^^ 

einen gegebenen Kreis k halbiert, ,, k^, 

von einem gegebenen Kreis k halbiert wird, „ k^^ 

so ergibt sich die Zahl der Neben- und Hauptaufgaben zusammen als Kombinations- 
zahl mit Wiederholung der acht Elemente p, g, ä, g^^ k^y k^, k^, k^ in Klassen 

zu je zweien, also 36 Aufgaben, worunter 6 Haupt- und 30 Nebenaufgaben. 



Frage 5. Welche Hauptaufgaben um- 
fasst das Apollonische Problem, wenn der 
Halbmesser des gesuchten Kreises 
nicht gegeben ist? 



ErkL 8. Die Zahl der möglichen Haupt- 
aufgaben ist die KombinationBzahl von drei 
Elementen in Klassen zu je dreien mit Wieder- 
holuDg. 

Unter der oben gewählten Bezeiebnungsweise 
lassen sich die zehn Hauptaufgaben kurz so 
schreiben: 
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Antwort. Wenn der Halbmesser des 
gesuchten Kreises nicht gegeben ist, so 
sind folgende zehn Hauptaufgaben 
zu lösen: 

Einen Kreis zu zeichnen, welcher: 
1). durch drei gegebene Punkte geht, 
2). durch zwei gegebene Punkte geht 

und eine gegebene Gerade berührt, 
8). durch zwei gegebene Punkte geht 

und einen gegebenen Kreis berührt, 
4). durch einen gegebenen Punkt geht 

und zwei gegebene Geraden be- 

lührt, 
5). durch einen gegebenen Punkt geht, 

eine gegebene Gerade und einen 

gegebenen Kreis berührt, 
6). durch einen gegebenen Punkt geht 

und zwei gegebene Kreise berührt, 
7). drei gegebene Geraden berührt, 
8). zwei gegebene Geraden und einen 

gegebenen Kreis berührt, 
9). eine gegebene Gerade und zwei 

gegebene Kreise berührt, 
10). drei gegebene Kreise berührt. 



Amnerknng 4. Die Zahl der Haupt- und Nebenaufgaben zusammen ist die Kombinations- 

8 9 10 
zahl mit Wiederholung von acht Elementen in Klassen zu je dreien, also -7—^—^ = 

120, also 10 Haupt- und 110 Nebenaufgaben. Diese Zahl ist zu gross, als dass 
alle behandelt werden könnten. Es sollen deshalb nur die wichtigsten ausführlich 
dargestellt werden. 

Anmerkung 5. Nach der Schwierigkeit der Auflösung werden die genannten und 
angedeuteten Aufgaben am besten eingeteilt 1) in Aufgaben, welche ohne die Lehre 
von den Proportionen gelöst \verden können, 2) in Aufgaben, zu deren Lösung 
Proportionen und algebraische Analysis nötig sind, 3) Auflösung von Aufgaben mit 
Hilfe von Sätzen aus der neueren Geometrie. 



Das Apollonische Berührungsproblem. 



A. Berülirungsauf gaben, gelöst oline Anwendung der Lelire 

von den Proportionen, 

Anmerkung 6. Zu diesen Aufgaben gehören in erster Linie die in Frage 4 und 
Anmerkung 3 erwähnten Aufgaben, bei welchen der Halbmesser des gesuchten 
Kreises gegeben ist, femer besondere Fälle anderer Aufgaben, in welchen die ge- 
gebenen Bestimmungsstücke eine besonders einfache Lage gegen einander haben. 

Frage 6. Was ist der geometrische 
Ort für die Mittelpunkte aller Kreise von 

gegebenem Halbmesser, welche durch Antwort. Die Mittelpunkte aller Kreise 
einen gegebenen Punkt gehen? von gegebenem Halbmesser, welche durch 

einen gegebenen Punkt gehen, liegen auf 

Erkl.9. Unter geometrischem Ort eines einem Hilfskreis um den gegebenen Punkt 
Punktes, welcher emer gewissen Bedmgung .. , , tt lu / • i. 

unterworfen ist, versteht man die Linie, auf «^it dem gegebenen Halbmesser (siehe 

welcher sämtliche Punkte liegen, welche jener Erklärung 3). 
Bedingung Genüge leisten. (Siehe Midier, Eon- 
struktionsaufgaben I, Anm. 13 n. 14.) 



Frage 7. Was ist der geometrische 
Ort für die Mittelpunkte aller Kreise von 

gegebenem Halbmesser, welche eine ge- Antwort. Die Mittelpunkte aller Kreise 
gebene Gerade berühren? von gegebenem Halbmesser, welche eine 

Erkl. 10. Ein Kreis berührt eine'oe- ^'«^^J^ ^^'f^ beriihren, liegen auf 

rade, oder die Gerade ist Tangente an den ^iner der beiden Parallelen, welche zu 

Kreis, wenn der senkrechte Abstand der Geraden der gegebenen Geraden in einem Abstand 

vom Mittelpunkte gleich dem Halbmesser ist. gleich dem gegebenen Halbmesser ge- 

(Siehe Kleyer, Lehrb. der ebenen Elementar- goffen werden können 

geometrie I.) ^ 

Erkl. 11. Der geometrische Ort eines Punktes, Beweis folgt aus Erklärung 10 und 1 1 . 
welcher von der gegebenen Geraden G eine ge- 
gebene Entfernung a hat, besteht aus den beiden 
Parallelen zu G im Abstand a. (Siehe Müller, 
KonstruktioDsaufgaben I, Anm. 14.) 



Frage 8. Was ist der geometrische 
Ort für die Mittelpunkte aller Kreise Antwort. Die Mittelpunkte aller Kreise 
von gegebenem Halbmesser, welche einen von gegebenem Halbmesser, welche einen 
gegebenen Kreis berühren? gegebenen Kreis berühren, liegen auf 

einem zu dem gegebenen Kreis kon- 
zentrischen Kreispaar. 

DieHalbmesser dieses Kreispaaresfindet 
man, wenn man den Halbmesser des ge- 
gebenen Kreises um den gegebenen Halb- 
messer der gesuchten Kreise vergrössert 
und verkleinert. 

Der konzentrische Kreis mit der Summe 
beider Halbmesser enthält die Mittel- 
punkte der den gegebenen Kreis von 
aussen berührenden Kreise, der kon- 
zentrische Kreis mit der Differenz beider 



Beruhrungsaufgaben, gelöst ohne Anwendung der Lehre von den Proportionen. 



Halbmesser enthält die Mittelpunkte der 
den gegebenen Kreis von innen oder um- 
schliessend berührenden Kreise. 

Beweis folgt aus Erklärung 4. 



Frage 9. Was ist der geometrische 
Ort für die Mittelpunkte aller Kreise 
von gegebenem Halbmesser, welche eine 
gegebene Gerade nach einer Sehne 
von gegebener Länge schneiden? 

Figur 1. 
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Antwort. Die Mittelpunkte aller Kreise 
von gegebenem Halbmesser, welche eine 
gegebene Gerade nach einer Sehne von 
gegebener Länge schneiden, liegen auf 
einer von zwei bestimmten Parallelen zur 
gegebenen Geraden. 

Der Abstand dieser Parallelen von der 
gegebenen Geraden ist die Höhe eines 
gleichschenkligen Dreiecks mit der Länge 
der Sehne als Grundlinie und dem ge- 
gebenen Halbmesser als Schenkel. 

Beweis. Auf der gegebenen Geraden 
G sei a6 beliebig abgetragen gleich der 
gegebenen Sehne 5, über ab die gleich- 
schenkligen Dreiecke abc und abc^ mit 
Schenkel gleich dem gegebenen Halb- 
messer g errichtet, durch c und Cj die 
Parallelen G^ und Gj zu G gezogen. 
Um einen beliebigen Punkt X von G^ 
(oder Gj) sei ein Kreis mit Halbmesser q 
beschrieben, der G in w und n schneidet. 

Fälle in den gleichschenkligen Drei- 
ecken Xwn und cab die Höhen Xf 
und cd, so sind diese einander gleich 
als Lote zwischen Parallelen, ferner ist 
Xm = Xn = ca = cb nach Konstruk- 
tion, also sind die gleichschenkligen Drei- 
ecke Xmn und cab kongruent, daher 
mn ^=. ab^ w. z. b. w. 



Erkl. 12. Wenn in zwei gleichschenkligen 
Dreiecken die Schenkel und die Höhe der Grund- 
linie einzeln verglichen gleich sind, so sind die 
Dreiecke kongruent. (Siehe Kleyer-Sachs, Lehrb. 
d. ebenen Elementargeometrie.) 



Frage 10. Was ist der geometrische 
Ort für die Mittelpunkte aller Kreise von 

gegebenem Halbmesser, welche einen ge- Antwort. Die Mittelpunkte aller Kreise 
gebenen Kreis nach einer Sehne von von gegebenem Halbmesser, welche einen 
gegebener Länge schneiden? gegebenen Kreis nach einer Sehne von 

gegebener Länge schneiden, liegen auf 



Das Apollonische Berührungsproblem. 



Figur 2. 




Erkl. 13. Zwei Dreiecke sind kongruent, 
wenn die Seiten des einen Dreiecks gleich denen 
des andern Dreiecks sind. 



Erkl. 14. Wenn zwei Dreiecke kongruent 
sind, so sind die entsprechenden Stücke beider 
Dreiecke einander gleich. 

Erkl. 15. Das Lot von dem Mittel- 
punkt auf eine Sehne ist Mittellot der letz- 
teren und halbiert den zugehörigen Bogen und 
Zentriwinkel (siehe Kleyer- Sachs ^ Lehrb. d. 
ebenen Kiementargeometrie) und umgekehrt. 

Erkl. 16. Zu gleichen Bögen desselben oder 
gleicher Kreise gehören auch gleiche Sehnen, 
Zentriwinkel-, Mittellote der Sehnen und um- 
gekehrt. 



einem von zwei zu dem gegebenen Kreis 
konzentrischen Kreisen. 

Die Halbmesser dieser konzentrischen 
Kreise findet man als dritte Seite eines 
Dreiecks, in welchem die gegebenen Halb- 
messer des gegebenen und des gesuchten 
Kreises die beiden ersten Seiten und 
die halbe gegebene Sehne Höhe der 
dritten Seite ist (siehe Müller^ Konstruk- 
tionsaufgaben Aufg. 120). 

Beweis. In den Kreis sei beliebig 
die Sehne a6 = der gegebenen Strecke s 
gelegt und darüber nach aussen und innen 
je ein gleichschenkliges Dreieck ahc 
(aftcj mit dem gegebenen Halbmesser q 
der gesuchten Kreise als Schenkel er- 
richtet, um konzentrische Kreise mit 
den Halbmessern c und c^ beschrie- 
ben. Irgend ein Kreis, welcher seinen 
Mittelpunkt X (Y) auf dem äusseren 
(inneren) der beiden konzentrischen Kreise 
hat und den Halbmesser q hat, schneidet 
den gegebenen Kreis in m und n (p und 
q). Dann sind die Dreiecke OXw (0Y(^) 
und Och (OCj 6) kongruent (die drei Sei- 
ten sind gleich), also sind die Winkel cOh 
und XOm (YO^?) oder die halben Zentri- 
winkel der Sehnen al und mn (pq) 
einander gleich. Daher sind auch die 
ganzen Zentriwinkel und die zugehörigen 
Sehnen einander gleich (mn ^= pq = ab\ 
w. z. b. w. 



Frage 11. Was ist der geometrische 
Ort für die Mittelpunkte aller Kreise 
von gegebenem Halbmesser, welche einen 
gegebenen Kreis rechtwinklig 
schneiden? 



Erkl. 17. Die Tangente steht senkrecht 
auf dem Halhmesser nach dem Berührungspunkt. 



Antwort. Die Mittelpunkte aller Kreise 
von gegebenem Halbmesser, welche einen 
gegebenen Kreis rechtwinklig schneiden, 
liegen auf einem zu dem gegebenen Kreis 
konzentrischen Kreise. 

Der Halbmesser dieses Kreises ist die 
Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks 
mit den beiden gegebenen Halbmessern 
als Katheten. 

Beweis. Es sei in Fig. 3 an den ge- 
gebenen Kreis um mit Halbmesser r im 
beliebigen Punkte a die Tangente gezogen, 
auf ihr a b gleich dem gegebenen Halb- 



BerQhrungsaufgaben, gelöst ohne Anwendung der Lehre Ton den Proportionen. 



Figur 3. 
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messer q des gesuchten Kreises gemacht 
und um mit b ein Kreis beschrieben. 
Ein um einen beliebigen Punkt X dieses 
Kreises mit Halbmesser u = ab be- 
schriebener Kreis schneide den gege- 
benen in m, so ist Dreieck OmX kon- 
gruent mit Dreieck Oab, denn OX = 06, 
Oni = Oa, wX = a6; also ist <^ m X 
= <^Oa6 = 90°. Der Kreis um X 
schneidet also den gegebenen Kreis recht- 
winklig, w. z. b. w. 



Figur 4. 



Frage 12. Was ist der geometrische 
Ort für die Mittelpunkte aller Kreise von Antwort. Die Mittelpunkte aller Kreise 
gegebenem Halbmesser, welche einen ge- von gegebenem Halbmesser, welche einen 
gebenen Kreis halbieren? gegebenen Kreis halbieren, liegen auf 

einem zu dem gegebenen Kreis konzen- 
• trischen Kreise. Der Halbmesser desselben 

ist die Höhe eines gleichschenkligen Drei- 
ecks mit dem Durchmesser des gegebenen 
Kreises als Grundlinie und dem gege- 
benen Halbmesser des gesuchten Kreises 
als Schenkel. 



Beweis. (Fig. 4.) Ueber dem beliebigen 
Durchmesser ab = 2r des gegebenen 
Kreises ist das gleichschenklige Drei- 
eck abc mit ac = bc =^ (j gleich dem 
gegebenen Halbmesser des gesuchten 
Kreises als Schenkel. Um ist mit c 
ein Kreis beschrieben. Ein um den be- 
liebigen Punkt X dieses Kreises mit q 
beschriebener Kreis schneidet den ge- 
gebenen Kreis in m und m, dann ist 
Dreieck XOm ^ cOb und Dreieck XOn 
ScOa nach Erklärung 17, folglich ist 
Erkl. 18. Die Schenkel eines gestreckten <^XOm = ^XOn = <^aOc = <^60c 

= 90 °, daher ist <^mOn em gestreckter 
Winkel oder aOb ist eine Gerade, näm- 
lich Durchmesser^ w. z. b. w. 




Winkels bilden eine Gerade. 



Frage 13. Was ist der geometrische 
Ort für die Mittelpunkte aller Kreise von Antwort. Die Mittelpunkte aller Kreise 
gegebenem Halbmesser, welche von von gegebenem Halbmesser, welche von 
einem gegebenen Kreise halbiert einem gegebenen Kreis halbiert werden, 
werden? liegen auf einem zu dem gegebenen Kreis 

konzentrischen Kreise. Der Halbmesser 
dieses konzentrischen Kreises ist die 
Höhe eines gleichschenkligen Dreiecks 
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Figur 5. 



a. 




mit dem Halbmesser des gegebenen Krei- 
ses als Schenkel und dem gegebenen 
Durchmesser des gesuchten Kreises als 
Grundlinie, 

Beweis. Der doppelte Halbmesser des 
gesuchten Kreises, 2 ^ in Fig. 5, ist be- 
liebig in den gegebenen Kreis als Sehne 
ab gelegt und in c halbiert, um ist 
mit Oc ein Kreis beschrieben. Der um 
den beliebigen Punkt X dieses Kreises 
mit Halbmesser g beschriebene Kreis 
schneidet den gegebenen in m und n, 
dann ist: 

"°^ AOX« 'SOac 

nach Erklärung 17, daher ist: 
<^OXw = <^OXM = -^Oca = 90" 

^^^^* ^\iXn = 180 ^ 

daher mn Durchmesser des Kreises X, 
w. z. b. w. 



Frage 14. Was ist der geometrische 
Ort für die Mittelpunkte aller Kreise, 
welche gleichzeitig durch zwei gege- 
bene Punkte gehen? 



Erkl. 19. I)ie Spitzen aller gleich- 
schenkligen Dreiecke über der gleichen 
Grundlinie liegen auf dem Mittellot der letzteren. 



Antwort. Die Mittelpunkte aller Kreise, 
welche gleichzeitig durch zwei gegebene 
Punkte gehen, liegen auf dem Mittellot 
der Verbindungsstrecke der beiden ge- 
gebenen Punkte. 

Beweis. Die Mittelpunkte bilden die 
Spitzen von gleichschenkligen Dreiecken 
mit der Verbindungsstrecke als Grund- 
linie. 



Frage 15. Was ist der geometrische 
Ort für die Mittelpunkte aller Kreise, 
welche gleichzeitig zwei gegebene Ge- 
raden berühren? 



Erkl. 20. Alle Punkte, welche von den 
Schenkeln eines Winkels gleich >veit entfernt 
sind, liegen auf der Halbierungsgeraden des 
Winkels. (Siehe Müller, Konstruktionsauf- 
gaben I, Anm. 14.) 

Erkl. 21. Die Halbierungsgeraden zweier 
Nebenwinkel stehen auf einander senkrecht. 



Antwort Die Mittelpunkte aller Kreise, 
welche gleichzeitig zwei gegebene Ge- 
raden berühren, liegen auf einer der 
beiden Halbierungsgeraden der Winkel 
zwischen den gegebenen Geraden. 

Beweis folgt aus Erklärung 10 und 
20. Die beiden Halbierungsgeraden stehen 
auf einander senkrecht (siehe Erkl. 21). 
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Frage 16. Was ist der geometrische 
Ort für die Mittelpunkte aller Kreise, Antwort. Die Mittelpunkte aller Kreise, 
welche zwei gegebene Parallelen welche zwei gegebene Parallelen berühren, 
berühren? liegen auf der Mittelparallele. 

Der Halbmesser aller dieser Kreise ist 
der halbe Abstand der gegebenen Pa- 
rallelen. 

Beweis folgt aus Erklärung 11. 



Frage 17. Was ist der geometrische 
Ort für die Mittelpunkte aller Kreise, Antwort. Die Mittelpunkte aller Kreise, 
welche eine gegebene Gerade in welche eine gegebene Gerade in einem 
einem gegebenen Punkte berühren? gegebenen Punkte berühren, liegen auf 

der Senkrechten zur gegebenen Geraden 
durch den gegebenen Punkt. 

Beweis folgt aus Erklärung 16. 



Frage 18. Was ist der geometrische 

Ort für die Mittelpunkte aller Kreise, Antwort. Die Mittelpunktealler Kreise, 

welche einen gegebenen Kreis in einem welche einen gegebenen Kreis in einem 

gegebenen Punkte berühren? gegebenen Punkte berühren, liegen auf 

dem nach dem gegebenen Punkt gezoge- 

Erkl. 22. Wenn zwei Kreise einander be- nen Halbmesser des gegebenen Kreises 

rühren, so liegen die beiden Mittelpunkte und oder auf seiner Verlängerung, 
der Berührungspunkt in einer Geraden. 

Beweis folgt aus Erklärung 4 und 22. 



Axunerkung 7. Bei den ersten der folgenden Aufgaben ist ihrer Einfachheit halber 
nur die Konstruktion angegeben, bei einigen andern nur Analysis und Konstraktion, 
wenn der Beweis sich direkt aus der Analysis ergibt. 

Aufgabe 1. Einen Kreis von gegebe- 
nem Halbmesser zu zeichnen, welcher Gegeben: g^ P, P^. 

durch zwei gegebene Punkte hindurch- Gesucht: Kreis um X. 
geht. 

Konstruktion. Beschreibe am P und P^ 
Kreisbögen mit q, welche einander in X und 
Erkl. 23. Die Aufgabe ist analog mit der: ^i schneiden, beschreibe ujn X und X, Kreise 
üeber einer gegebenen Grundlinie ein gleich- «^i* ^ (^^ehe die Fragen 6 und 14). 
schenkliges Dreieck mit gegebenem Schenkel .^ . . 

zu konstruieren. Determination. Zwei (kongruente) Lö- 

sungen, wenn e>V2^Pi> ®^^6 Lösung, 
wenn q = i/j P Pj, keine Lösung, wenn q < 
PP^ ist. 



Aufgabe 2. Einen Kreis von gegebe- 
nem Halbmesser zu zeichnen, welcher Gegeben: (>, P, G, 

durch einen gegebenen Punkt geht und Gesucht: Kreis um X. 
eine gegebene Gerade berührt. 
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Figur 6. 




Analysia. Man erhält für den gesuchten 
Mittelpunkt zwei geometrische Oerter aus den 
Fragen 6 und 7. 

Konstruktion. (Fig. 6.) Beschreibe um 
P einen Hilfskreis mit Halbmesser q, ziehe 
■ auf derjenigen Seite von G, wo P liegt, die 
Parallele zu G im Abstand q\ die Parallele 
schneidet den Hilfskreis in X und Xj-, be- 
schreibe um X und X^ Kreise mit Halb- 
messer Qj diese sind die gesuchten. 

Beweis siehe Analysis. 



(S. Erkl. 15.) Die Erkl. 15 lässt sich auch so 
aussprechen: Ein Kreis schneidet eine Gerade 
in zwei Punkten, wenn sein Abstand von der 
Geraden kleiner ist als der Halbmesser. Diese 
beiden Schnittpunkte liegen symmetrisch gegen 
das Lot vom Mittelpunkt auf die Gerade. 



Determination. Es gibt zwei Lösungen, 
wenn der Abstand des Punktes P von G 
< 2 ^ ist, beide Lösungen liegen symmetrisch 
gegen die Senkrechte von P auf G als Achse. 
Ist dieser Abstand = 2^, so gibt es nur 
eine, ist er grösser als 2q, so gibt es 
keine Lösung. 



Anmerkung 8. Die Parallele zu einer gegebenen Geraden in einem gegebenen Ab- 
stand zeichnet man am kürzesten, indem man um zwei möglichst entfernte Punkte 
der Geraden mit dem Abstand Kreisbögen beschreibt und an diese die gemein- 
same Tangente zieht. 



Aufgabe 3. Einen Kreis von gegebe- 
nem Halbmesser zu zeichnen, welcher 
durch einen gegebenen Punkt geht und 
einen gegebenen Kreis berührt. 



Figur 7. 



Gegeben: p, P, Kreis um 0. 
Gesucht: Kreis um X. 

Analysis. Man erhält für den gesuchten 
Mittelpunkt zwei geometrische Oerter aus den 
Antworten auf die Fragen 6 und 8. 

Konstruktion. Ziehe (Fig. 7 und 8) OP, 
welche den gegebenen Kreis in a schneidet, 
mache auf Ca die Strecke a& = e* beschreibe 
um mit b einen Kreis und um P mit q 
einen Hilfskreis, welcher den vorigen Kreis 
in X und X^ (Y und YJ trifft. Ein Kreis 
um X (Y) mit q ist der gesuchte. 

Beweis. Nach Konstruktion ist 05 = 
r-t Q oder r — Qy wenn r den Halbmesser 
des gegebenen Kreises bedeutet. Also be- 
rührt nach Erklärung 4 der Kreis um X (Y) 
den Kreis um 0, ferner ist nach Konstruk- 
tion XP (YP) = e, also geht der Kreis um 
X durch P (siehe Erkl. 3). 
(S. Erkl. 4.) Zwei Kreise berühren einander, -. ... ^_ ^r.^^T« 

wenn ihre gememschaftliche Zentrale gleich der Deternunation. Es kann 4, 2, 1, Lö- 
Summe oder gleich der Differenz der Halb- sungen geben, je nachdem der Hilfskreis um 
messer ist. P mit q die beiden konzentrischen Kreise 

schneidet, nur einen schneidet oder beide 
berührt, einen berührt, gar keinen schneidet 
oder berührt. 
Die Bedingungen für den Abstand des 
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Erkl 24. Zwei Kreise mit den Halbmessern 
R und r (wo R>r ist), liegen ganz aus- 
einander, wenn ihre gemeinschaftliche Zen- 
trale, d. h. die Verbindungsstrecke a ihrer 
Mittelpunkte, grösser als E -|- r ist, 

sie berühren einander von aussen, 
-wenn 

a = R -|- r, 

sie schneiden einander in zwei Punk- 
ten, welche gegen die gemeinsame Zentrale 
symmetrisch liegen, wenn 

a<R4-r 
aber zugleich 

a > R — r, 

sie bertLhren einander von innen, wenn 

a = R — r, 

der kleinere Kreis liegt innerhalb 
des grösseren, wenn 

a<R — r ist. 



Punktes P vom Mittelpunkte des gegebenen 
Kreises ergeben sich in allen diesen Fällen 
aus Erklärung 24. Man hat dabei zu unter- 
scheiden, ob r^^ ist. 

Der Halbmesser des äusseren konzentri- 
schen Kreises ist r + ^t der des inneren 
entweder r — g oder ^ — r. 

Der äussere konzentrische Kreis 
wird nicht geschnitten, wenn 

0P>r + 2(>, oder OP<r 

ist; er wird berührt, wenn 

OP = r-f 2^, oder OP = r 

ist; er wird in zwei Punkten geschnit- 
ten, wenn 

OP < r -f- 2 ^, aber zugleich > r 
ist. 

Im Falle r>^ wird der innere kon- 
zentrische Kreis nicht geschnitten, 

wenn 

OP>r, oder OP<r — 2^ 

ist; er wird berührt, wenn 

OP = r, oder OP = r — 2 (j 

ist; er wird geschnitten, wenn 

OP < r, aber zugleich > r — 2q 
ist. 

Im Falle r<(> wird der innere kon- 
zentrische Kreis nicht geschnitten, 
wenn 

OP > 2 ^ — r, oder OP < r ; 

berührt, wenn 

0P = 2(> — r, oder OP = r; 

geschnitten, wenn 

OP < 2 ^ — r, aber zugleich OP > r 
ist. 

Die Kombination dieser Möglichkeiten 
ergibt: 

Keine Lösung: 

a), wenn 0P>r-[-2^, 

b). wenn r>2^ und OP<r — 2(7, 

c). wenn p>r und OP>r. 
Eine Lösung: 

a). wenn OP = r-|-2^, 

b). wenn r > 2p und P = r — 2^ 

(im ersten Falle äussere, im andern innere 
Berührung). 

Zwei Lösungen, wenn 
a). OP = r, 
b). OP>r aber <r-|-2p, 
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Figur 9. 




c) r>^ und OV <Cr aber >>r — 2^ 

(im ersten Falle eine äussere und eine innere, 
im zweiten Falle entweder zwei äussere oder 
zwei umscbliessende, im letzten Falle zwei 
innere Berührungen). 

Drei Lösungen, wenn 

^>r und OP = 2^ — r 

(zwei äussere und eine umschliessende Be- 
rührung). 

Vier Lösungen (siehe Fig. 9), wenn 
(> > r, P > r aber <[ 2 (> — r. 



Aufgabe 4. Einen Kreis von gegebe- 
nem Halbmesser zu zeichnen, welcher Gegeben: g^ G, G^. 

zwei gegebene Geraden berührt. , , ^. . 

Gesucht: Kreis um X. 



Figur 10. 

g 



Analysis. Nach Frage 7 erhält man als 
geometrische Oerter für den gesuchten Mittel- 
punkt die Parallelenpaare zu jeder der bei- 
den Geraden im Abstände q- 




Konstruktion. Ziehe zu jeder der ge- 
gebenen Geraden G und G| das Parallelen- 
paar im Abstände q (siehe Anm. 8), diese 
vier Geraden schneiden einander in vier 
Punkten X, Xj, X2, X3, beschreibe um je- 
den derselben einen Kreis mit q^ so ent- 
sprechen diese Kreise der Aufgabe. 



Beweis folgt aus der Analysis. 



Determination. Es gibt stets vier Lö- 
sungen, wenn die gegebenen Geraden nicht 
parallel sind, in diesem Falle gibt es keine 
Lösung, ausser wenn q gleich dem halben Ab- 
stand der beiden Parallelen ist, dann aber 
löst jeder Kreis um irgend einen Punkt der 
Mittelparallele mit dem halben Abstand die 
Aufgabe. (Siehe Frage 16.) 
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Anmerkung 9. Zur Probe kann man auch die Halbierungsgeraden der Winkel 
zwischen den gegebenen Geraden zeichnen, diese müssen nach Frage 15 ebenfalls 
durch die gesuchten Mittelpunkte hindurch gehen. 



Figur 11. 



Aufgabe 5. Einen Kreis von gegebe- 
nem Halbmesser zu zeichnen, welcher Gegeben: (j, G, Kreis um 0. 

eine gegebene Gerade und einen gegebe- Gesucht: Kreis um X. 
nen Kreis berührt. 

Analysis. Geometrische Oerter für den 
gesuchten Mittelpunkt erhält man aus Frage 
7 und Frage 8. 

Eonstraktion. Ziehe zu G die beiden 
Parallelen Gi (jenseits des Mittelpunkts) und 
G2 (diesseits des Mittelpunkts) im Abstand 
Qi verlängere und verkürze einen beliebigen 
Halbmesser von Kreis 0, etwa den auf G 
senkrecht stehenden Oa um die Strecken 
ab = ae=zQ, beschreibe um OmitOft und 
Oc konzentrische Kreise, diese schneiden die 
Parallelen in den Punkten X, Xj, X2 . . . , 
beschreibe um diese Punkte Kreise mit ^, 
so entsprechen dieselben der Aufgabe. 

Beweis folgt aus Analysis. 

Determination. Da jede der Parallelen 
jeden der konzentrischen Kreise in zwei Punk- 
ten schneiden kann, so kann es im günstigsten 
Fall acht Berührungskreise geben. Diesel- 
ben liegen symmetrisch auf beiden Seiten der 
Senkrechten Oa von auf G. 

Schneidet diese Senkrechte die jenseitige 
Parallele G, in e, die diesseitige G2 in f, 
so gibt es acht Lösungen, wenn sowohl Oe 
als Of kleiner als der Halbmesser des inneren 
konzentrischen Kreises sind, keine Lösung 
dagegen, wenn Of grösser ist als der Halb- 
messer des äusseren konzentrischen Kreises. 
Ist l der Abstand der Geraden G vom Mittel- 
punkt, so schneidet resp. berührt die jen- 
seitige Parallele den äusseren konzentri- 
schen Kreis, wenn 

l<.r, 

die jenseitige Parallele den inneren kon- 
Erkl. 25. Eine Gerade schneidet einen zentrischen Kreis, wenn 
Kreis in zwei gegen die Senkrechte vom ^ /r« ^ t? n -^ \ 

Mittelpunkte auf sie symmetrischen Punkten, l ^ r — 2Q (für den tm r>^), 

wenn ihr Abstand vom Mittelpunkt kleiner ist oder 
als der Halbmesser des Kreises. i < r (für den Fall g > t), 

die diesseitige Parallele schneidet den 
äusseren konzentrischen Kreis, wenn 

die diesseitige Parallele schneidet den 
inneren konzentrischen Kreis, wenn 
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oder 



Z < r (für r > q), 

l <2g — r (für (?>r). 



Aus diesen BediuguDgen ergibt sich in 
jedem einzelnen Fall die Zahl der Lösungen. 
Jeder Schnitt einer Parallele mit einem kon- 
zentrischen Kreis liefert zwei, jede Berüh- 
rung derselben einen einzelnen Berührungs- 
kreis. 

Anmerkung 10. Bei der Anfertigung sehr genauer Zeichnungen von Berührungs- 
kreisen bedient man sich mit Vorteil zweier Zirkel mit Bleifedereinsatz, yon 
denen der eine die unveränderte Oeffnung q behält, der andere zum Zeichnen der 
übrigen Kreise dient. Der Bleistift des Zirkels muss messerförmige Schneide haben. 



Aufgabe 6. Einen Kreis von gegebe- 
nem Halbmesser zu zeichnen, welcher 
zwei gegebene Kreise berührt. 



Figur 12. 




Gegeben: p, Kreis um 0, Kreis um Q. 
Gesucht: Kreis um X. 

Analysis. Aus Frage 8 erhält man zwei 
geometrische Oerter für den gesuchten Mittel- 
punkt, nämlich ein konzentrisches Kreispaar 
zu jedem der gegebenen Kreise. 

Eonstraktion. Verlängere und verkürze 
(Fig. 12) einen beliebigen (etwa den auf der 
gemeinsamen Zentrale liegenden) Halbmesser 
a von Kreis um die Strecken ab=iac = q, 
verlängere und verkürze ebenso den Halb- 
messer Q,d von Kreis Q um dez=df=Q. 
Beschreibe um die konzentrischen Kreise 
mit 06 und Oc, um Q mit Qc und Q/". 

Die beiden konzentrischen Kreispaare 
schneiden einander in den Punkten X,XpX2... 
Beschreibe um jeden dieser Pankte einen 
Kreis mit q, so entsprechen diese Kreise 
der Aufgabe. 

Beweis folgt aus der Analysis. (Siehe 
ErkL 4.) 

Determination. Die höchste Zahl der 
Berührungskreise ist acht. Dieselben liegen 
symmetrisch auf beiden Seiten der gemein- 
samen Zentrale OQ. 

Ist OQ = Z, Halbmesser von 0=R, von 
Q = r, so schneidet bezw. berührt 

der äussere konzentrische Kreis von 
den äusseren konzentrischen von Q, wenn 

Z<R + r + 2^ 

>R-.r; 

der äussere von den inneren von Q, 
wenn 



oder 



l ^ R — r + 2(» l 



für r > p, 
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l < R — r + 2^ ] 

t 

der Äussere von Q den inneren von 0, 
wenn 

?<R + r ) 

^ f ür R > Q, 



oder 



^ R — r — 2e ^ 



der innere von den inneren von Q, 
wenn 

^ > fOr r > p, 

oder 

2 < 2o— R — r I ^ 

^ } f ür e > R. 

Aus dieser Zusammenstellung lässt sich 
in jedem einzelnen Falle die Zahl der Lö- 
sungen bestimmen. Jeder Schnitt zweier kon- 
zentrischen Kreise liefert zwei Berührungs- 
kreise, jede Berührung liefert einen einzelnen 
Berührungskreis, dessen Mittelpunkt auf der 
Zentrale liegt. 



Aufgabe 7. Einen Kreis von gegebenem Andeutung. Für den gesuchten Mittel- 
Halbmesser zu zeichnen, welcher durch einen punkt erhält man zwei geometrische Oerter 
gegebenen Punkt geht und eine gegebene aus Frage 6 undFrage 9. (Höchstens4 Kreise.) 
Gerade nach einer Sehne von gegebener 
Länge schneidet. 

Aufgabe 8. Einen Kreis von gegebenem Andeutung. Für den gesuchten Mittel- 
Halbmesser zu zeichnen, welcher durch einen punkt erhält man zwei geometrische Oerter 
gegebenen Punkt geht und einen gegebenen aus Frage 6 und Frage 10. (4 Kreise.) 
Kreis nach einer Sehne von gegebener 
Länge schneidet. 

Aufgabe 9. Einen Kreis von gegebenem Andeutung. Für den gesuchten Mittel- 
Halbmesser zu zeichnen, welcher durch einen punkt erhält man zwei geometrische Oerter 
gegebenen Punkt geht und einen gegebenen aus Frage 6 und Frage 11. (2 Kreise.) 
Kreis rechtwinklig schneidet. 

Aufgabe 10. Einen Kreis von gegebenem Andeutung. Für den gesuchten Mittel- 
Halbmesser zu zeichnen, welcher durch einen punkt erhält man zwei geometrische Oerter 
gegebenen Punkt geht und einen gegebenen aus Frage 6 und Frage 12. (2 Kreise.) 
Kreis halbiert. 

Aufgabe 11. Einen Kreis von gegebenem Andeutung. Für den gesuchten Mittel- 
Halbmesser zu zeichnen, welcher durch einen punkt erhält man zwei geometrische Oerter 
gegebenen Punkt geht und von einem ge- aus Frage 6 und Frage 13. (2 Kreise.) 
geben en Kreis halbiert wird. 
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Anmerkung 11. Im Folgenden bedeute zur Abkürzung: 

^ aus: einen Kreis zu beschreiben, welcher .... 
o einen gegebenen Halbmesser hat, 

g eine gegebene Gerade berührt, 

g^ oder g\ oder g\ : Die gegebene Gerade g oder g' nach einer Sehne von der 

Länge s bezw. s^ schneidet, 
K^ „ K'^ „ K'^ : Den gegebenen Kreis K oder K' nach einer Sehne von der 

Länge s bezw. 5^ schneidet, 
Kß „ K'j^: Den gegebenen Kreis K oder K' rechtwinklig schneidet, 

K^ „ K'^^: Den gegebenen Kreis K oder K' halbiert, 

Kj „ K'^: Von dem gegebenen Kreis K oder K' halbiert wird, 

2 g. 0. f. X. : Zwei geometrische Oerter für den gesuchten Mittelpunkt liefern . . . 

Die eingeklammerte Zahl hinter der Andeutung bezeichnet die höchste Zahl der 

Lösangen. 

Andeutung. 2 g. 0. f. X: Frage 7 u. 9 (4) 
j» >i n » 7 „ 10 (8) 



Aufgabe 12. 


o 


aus 


Q> 


9i 


5'. 


Aufgabe 13. 


11 


11 


Qi 


9y 


K. 


Aufgabe 14. 


11 


11 


Qi 


9i 


Kk 


Aufgabe 15. 


11 


11 


?» 


üi 


K, 


Aufgabe 16. 


11 


11 


(?» 


Ol 


Kj 


Aufgabe 17. 


11 


11 


Qi 


K 


9s 


Aufgabe 18. 


11 


11 


Qy 


K, 


K'. 


Aufgabe 19. 


11 


»» 


?» 


K, 


K'b 


Aufgabe 20. 


11 


11 


e» 


K, 


K'. 


Aufgabe 21. 


11 


11 


9i 


K', 


K'j 


Aufgabe 22. 


11 


11 


Qi 


9sy 


^'.. 


Aufgabe 23. 


11 


11 


Qi 


9sy 


K 


Aufgabe 24. 


>» 


11 


Qi 


9,1 


Kr 


Aufgabe 25. 


5» 


11 


Qy 


981 


K. 


Aufgabe 26. 


V 


>• 


Qi 


9si 


^ö 


Aufgabe 27. 


11 


11 


Qi 


K„ 




Aufgabe 28. 


11 


11 


Qi 


K., 


K'ß 


Aufgabe 29. 


'1 


-ii 


Q> 


K., 


K'„ 


Aufgabe 30. 


M 


11 


Q> 


K„ 


K'<f 


Aufgabe 31. 


J> 


11 


Qy 


^R» 


K'r 


Aufgabe 32. 


11 


11 


Qi 


Kr» 


^'ä 


Aufgabe 33. 


11 


11 


C>» 


l^R» 


K'.r 


Aufgabe 34. 


11 


11 


Qy 


^di 


K'. 


Aufgabe 35. 


11 


11 


Qi 


^fV 


J^'rf 


Aufgabe 36. 


11 


11 


Qi 


Krf. 


K'J 



11 


11 11 


11 


7 


11 


11 (4) 


11 


11 11 


11 


1 


11 


12(4) 


11 


11 11 


11 


7 


11 


13 (4) 


11 


11 11 


11 


8 


11 


9 (8) 


11 


11 11 


11 


8 


» 


10(8) 


M 


11 11 


11 


8 


» 


11 (4) 


11 


11 11 


11 


8 


11 


12(4) 


Auflösung. 


Siehe unten. 
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Andeutung. 


2 g. 0. f X: 


11 


9 


11 


9 (4) 


11 


11 11 


11 


9 


11 


10 (8) 


Auflösung. 


Siehe unten. 
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Andeutung. 


2 g. 0. f. X: 


11 


9 


» 


12 (4) 


11 


11 11 


11 


9 


11 


13 (4) 


if 


11 11 


11 


10 


11 


10(8) 


11 


11 11 


11 


10 


11 


11 (4) 


Auflösung. 


Siehe unten. 
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Andeutung. 
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13(2) 


11 


11 11 


11 


11 
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11 (2) 


11 


>» 19 


11 


11 


11 


12(2) 


». 


11 11 


11 


11 


ri 


13(2) 


?> 


11 11 


11 


12 


11 


12(2) 


•j 


11 11 


11 


12 


11 


13(2) 


)) 


11 11 


11 


13 


17 


13 (2). 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M. 1881. 

Der ansftthrllche Prospekt imd das ansfUhrllche Inhalts- 
verzelclinls der „vollständig gelösten Anfgabensammlnng von 
Dr. Ad. Kleyer" kann von jeder ßnchliandlnng, sowie von der 
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Bemerkt sei hier nur: 

1). Jedes Heft ist anfgeschnitten and gut brochiert am (|en sofortigen and dauern- 
den Oebranch zu gestatten. 

2). Jedes Kapitel enthält aein besonderes Titelblatt, Inhaltsverzeichnis, Berichtigongen 
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8). Auf jedes einzelne Kapitel kann abonniert werden. 
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bezieht, alle Lehrsätze, Formeln and Regeln etc. mit Beweisen, alle praktischen 
Aufgaben in vollständig gelöster Form mit Anhängen angelöster analoger Auf- 
gaben and vielen vortrefflichen Figuren. 

7). Das Werk ist ein praktisches Lehrbuch für Schüler aUer Sclmlen, das 
beste Handbuch fttr Lehrer and Examinatoren, das vorsüglichste Lehrbuch 
tum Selbststudium, das vortrefflichste Nachschlagebuch fOr Fachleute und 
Techniker jeder Art 

8). Alle Bachhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 



Das vollständige 

Inhalt 8 Ter zeichnis 

der bis jetzt erschienenen Hefte 

kann durch jede Buchha,ndlung bezogen werden. 



Halbjährlich erscheinen Nachträge Über die inzwischen neu erschienenen Hefte. 
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mit 
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Das vollständige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte Icann 
durch jede Buchhandlung bezogen werden. 



Preisgek rönt in Frankfort a. M. 1881. 

PROSPEKT. 

Dieiei Werk, welchem kelB Ahnliehes mr Seite steht, erscheint monatlich in S— 4 
Heften sn dem billigren Preise tod 25 ^ pro Heft and bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten nnd praktischsten Aufgaben ans dem 9esamtgeblete der Mathematik , Physiky 
Mechanik, math* Geographie ^ Astronomie 9 des Maschinen- ^ Strassen- , Eisenbahii-, 
Brficken- nnd Hochbanes, des konstriiktlTen Zeichnens etc. etc. und swar in TOllstSndig 
geUtoter Form, mit Tielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe nnd Entwlekelnng der 
benntiten S&tie, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Uswug 
Jedermann Terstandlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grossere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sieh In Ihrer Gesamtheit ergSnien nnd alsdann auch alle 
Teile der reinen nnd angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — Torliegen. 

Fast jedem Hefte ist du Anhang von nngelMen Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen LOsung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
ttberlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern f&r den Schulunterricht benntrt 
werden können. — Die Losungen hierzu werden sp&ter in besonderen Heften fQr die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsreneleh- 
Bis, Berlehtlgiuigen und erlftntemde Erklftmngen tlber das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt sun&chst den Hauptbestandtefl des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes folgender Schulen: Bealsehnlen I. nnd 11. <hrd., gleich- 
bereohtlirten hUheren Bflrgersehnlen, Prlyatsohnlen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnasien, Schnllehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Bangewerkschnlen, 
Gewerbesehnlen, Handelsschulen, techn.Torbereltnngssehnlen aller Arten, gewerbliche 
Fortblldnngsschnlen, Akademien, ünlTersit&ten , Land- nnd Forstwissensehaftssehulen, 
MllltXrschnlen, Torbereitnngs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Eii^Ihrig-Frel- 
willige- nnd Ofllziers-Examen, etc. 

Die SehUler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen F&cher, werden durch diese, Schritt für Schritt gelSste, Aufgaben- 
sammlung Immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum nnfshlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüftingen zu lösen haben, zugleich aber anch 
die tiberans grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften ▼orgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kriftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen TellOs der mathematischen 
DisziplixvBn — inm Anflösen TOn Anfgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
ttbrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen h&uslichen Arbeiten eine toU- 
st&ndige Anleitung in die H&nde gegeben wird, entsprechende Anfgaben zu 15sen, die ge- 
habten Begeln, Formeln, Sitze etc. anzuwenden und praktisch zu yerwerten. Lust, Liebe 
und Torstftndnis für den Schul-Ünterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenienren, Architekten, Technikern und Faohgenossen aller Art, Mllitim 
etc. etc. soll diese Sammlung znr Anffrischnng der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Berufs- 
zweigen rorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Terwertnngen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Bedaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet — Wünsche, Fragen etc., welche die Bedaktion betreifen, nimmt der Yerfhiaer, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M. Fischerfeldstrasse 16, entgegen nnd wird deren Erledigimg 
thunlichst berücksichtigt 

Stattgart Die Yerlagshandlniig. 
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Aufgabe 21. Einen Kreis von ge- 
gebenem Halbmesser zu zeichnen, welcher 
einen gegebenen Kreis berührt und von 
einem zweiten gegebenen Kreis halbiert 
wird. 



Figur 13. 



Gegeben: ^, Kreis um 0, Kreis um Q. 
Gesucht: Kreis um X. 

Analysis. Für den gesuchten Mittelpunkt 
X gibt es zwei geometrische Oerter, näm- 
lich erstens das konzentrische Kreispaar um 
mit der Summe und Differenz von r und g 
(wenn r der Halbmesser um ist), zweitens 
einen konzentrischen Kreis um Q mit dem 
Mittelpunktsabstand einer in Kreis ge- 
legten Sehne von der Länge 2 q (siehe Frage 
8 und 13). 



ß. 




Konstruktion. (Fig. 13.) Trage 
vom Endpunkte a des Halbmessers Oa 
die Strecken ab = ac=zQ nach bei- 
den Seiten ab und beschreibe um 
mit Ob und 0^ zwei konzentrische 
Kreise. Lege die Sehne de =^ 2q 
beliebig in den Kreis Q, halbiere 
sie in f und beschreibe um Q mit 
Qf einen Hilfskreis, welcher die 
beiden konzentrischen Kreise in den 
Punkten X, X^ . . . schneidet. Jeder 
Kreis mit q um einen dieser Punkte 
genügt der Aufgabe. 



Beweis. OX = 06 (Erkl. 1) = r-f e, 
daher berührt Kreis X den Kreis (Erkl. 4). 
(S. Erkl. 6.) Ein Kreis halbiert einen andern, Kreis X schneide Kreis Q in m und n^ so ist: 
wenn die gemeinsame Schnittsehne Durchmesser ^ ^ ^,^ ^ -. ^ ^ ^ 

des zweiten Kreises ist. AQtwX^QwX^ (^df^ Q ß/*, 

^^"^^ QX=:Q/-, 

Qw=:Q« = Qe^ = Qe(s. Erkl. 1), 

X w = X w = fd=fe (s. Erkl. 17), 
daher: 

<^ Q Xm = <^ QXn = <^ X/^e? = 
<^Q/'e = 900, 

(S. Erkl. 18.) Die Schenkel eines gestreckten also ist <^ wXn ein gestreckter Winkel, 
Winkels bilden eine Gerade. Kreis X wird also von Kreis Q nach dem 

Durchmesser geschnitten, w. z. b. w. 

Analog ist der Beweis für die anderen 
Kreise. 

Cranz, ApoUon. Berührangsproblem. 2 



X8 I>as Apollonische Berührungsproblem. 



Determination. Da der Hilfskreis umQ 
jeden der beiden Hilfskreise um in zwei 
Punkten schneiden kann, so ist die höchst- 
mögliche Zahl der Lösungen vier (siehe 
Fig. 13). 

Damit eine Lösung überhaupt möglich ist, 
rouss 2q als Sehne in den Kreis Q gelegt 
werden können, also: 

sein. 

Der Hilfskreis um Q schneidet bezw. be- 
rührt den äusseren konzentrischen 
Kreis um 0, wenn 

OQ ^r-j-Q + Of 

und 

OQ^r + e-Of, 

den inneren konzentrischen Kreis 
um 0, w^nn (für den Fall r>e) 



OQ S r — Q + Of 

und 

OQ ^ r-^g-Of, 

oder für den Fall, dass e>r: 

OQ ^ Q-^r + Of 

und 

OQ ^^-r — Of ist. 

Wenn keine der letzteren Bedingungen 
erfüllt ist, gibt es keine Lösung. 

Erkl. 26. Lehrsatz des Ppthagoras: In Nach dem pythagoräischen Lehrsatze ist: 

jedem rechtwinkligen Dreieck ist das Quadrat 

der Hypotenuse gleich der Summe der Quadrate 0/* = V^i^ — ?'• 

der Katheten. 



Aufgabe 24. Einen Kreis von ge- 
gebenem Halbmesser zu zeichnen, welcher 
eine gegebene Gerade nach einer Sehne 
von gegebener Länge und einen gegebe- 
nen Kreis rechtwinklig schneidet. Gegeben: ^, s, G, Kreis um 0. 

Gesucht: Kreis um X. 



Analysis. Als geometrische Oerter für 
den gesuchten Mittelpunkt erhält man er- 
stens : ein Parallelenpaar zu G, welches nach 
Frage 9 zu zeichnen ist, zweitens: einen 
Hilfskreis um 0, dessen Halbmesser man 
nach Frage 11 findet. 
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Figur 14. 




(S. Erkl. 13.) Zwei Dreiecke sind kongruent, 
wenn die Seiten des einen einzeln denen des 
andern gleich sind. 



EonBtmktion. Lege an den Kreis um 
in einem beliebigen Punkte a eine Tangente 
und mache auf ihr ab=iQ, beschreibe um 
einen Hilfskreis mit Ob; mache irgendwo 
auf der Geraden G die Strecke cd = s und 
errichte ttber cd die beiden gleichschenkligen 
Dreiecke ede und cde^ mit q als Schenkel. 
Ziehe durch e und e^ die Parallelen Gi und 
G2 zu G, welche den Hilfskreis in den Punk- 
ten X, X^ .. . schneiden. Beschreibe um je- 
den dieser Punkte einen Kreis mit q, so 
entsprechen diese Kreise der Aufgabe. 



Beweis. Wenn Kreis X den gegebenen 
Kreis in p und die gegebene Gerade in m 
und n schneidet, so ist: 

/SXOp^bOa (siehe ErkL 13), 
also: 

<^ bei p = <^ bei a = 90o. 
Femer: 

A Xmn S A ecd (siehe Erkl. 12), 

mn =z ed =: 8 (w. z. b. w.). 

Determination. Da jede der beiden Pa- 
rallelen den Hilfskreis schneiden kann, gibt 
es höchstens 4 Kreise, welche der Aufgabe 
gentigen. Ist l die Entfernung der Geraden 
G vom Mittelpunkte 0, ^ die Höhe ef des 
gleichschenkligen Dreiecks cde und r^ der 
Halbmesser 05 des Hilfskreises, so schnei- 
det bezw. berührt die jenseitige Paral- 
lele den Hilfskreis, wenn 

l + h^U, 

die diesseitige Parallele, wenn 

l — h oder h — 2 ;^ r^. 

Aus dem pythagoräischen Lehrsatz ergibt 
sich (siehe Erkl. 26): 



-y. 



4 



r, = Vr' + 



.'i 
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Das Apollonische Berührangsproblem. 



Aufgabe 29. Einen Kreis von ge- 
gebenem Halbmesser zu zeichnen, wel- 
cher einen gegebenen Kreis nach einer 
Sehne von gegebener Länge schneidet und 
einen andern gegebenen Kreis halbiert. 



Figur 15. 



Gegeben: ß, 5, Kreis um 0, Kreis um Q. 
Gesucht: Kreis um X. 

AnalysiB. FQr den gesuchten Mittelpunkt 
erhält man als geometrische Oerter: erstens 
ein zu konzentrisches Kreispaar (siehe 
Frage 10), zweitens einen zu Q konzentri- 
schen Hilfskreis (siehe Frage 12). 




Konstruktion. Lege die Sehne ab = s 
beliebig in den Kreis 0, beschreibe über ah 
die gleichschenkligen Dreiecke abc und abci 
mit Q als Schenkel und beschreibe um O 
konzentrische Kreise durch c und c^; ziehe 
im Kreis Q den beliebigen Durchmesser de, 
beschreibe über de ein gleichschenkliges 
Dreieck def mit ^ als Schenkel und zeichne 
um Q einen Hilfskreis mit Halbmesser Qf; 
der Hilfskreis schneidet die beiden konzen- 
trischen Kreise um in X, X^, X2, Xs . . . 
beschreibe um jeden dieser Punkte einen 
Kreis mit e» so entsprechen diese Kreise 
der Aufgabe. 



Beweis. Der Kreis X schneide Kreis O 
in m und n, Kreis Q in p und q, dann ist: 

(S. Erkl. 13 ) Zwei Dreiecke sind kongruent, A wXO ^ «XO ^ bcO ^acO (s.Erkl. 13), 
wenn die Seiten des einen denen des andern ^gQ. 
einzeln gleich sind. '^.^^^^^ ^^^^ ^ ^.^^^^^ ^^^^_ 



mn = ab = 8. 



daher: 

Femer: 

AXi?0^AXgQ^/'dQS/'eQ(s.Erkl.l3), 

also: 

<^Xpq = ^XgQ = <^dqf= 900, 

also -^pQq ein gestreckter Winkel oder 
pq Durchmesser des Kreises Q, w. z. b. w. 

Determination. Da der Hilfskreis um 
Q jeden der konzentrischen Kreise um 
schneiden kann, gibt es höchstens 4 Lö- 
sungen. 

Der Hilfskreis schneidet bezw. berührt 
den grösseren konzentrischen Kreis, 
wenn 

OQ<Oc + Q/' 

>0c- Qf oder Qf—Oc, 
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den kleineren konzentrischen Kreis, 
wenn 

OQ<Oq + Qf 

> Oc — <if oder Q/*— Oc^ ist. • 

Ist g der Schnittpunkt von Oc mit ab, 
so ist: 

Oc = 0^ + ^c, 
Oci= Og — gc, 
Nach dem Pythagoräer ist (siehe Erkl. 26): 



0^ 



gc 






8' 



S' 



Unerlässliche Bedingung für die Möglich- 
keit der Aufgabe ist, dass: 



r> 



8 



S 






Aufgabe 37. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher eine gegebene Gerade in 
einem gegebenen Punkt berührt und 
ausserdem eine zweite gegebene Gerade 
berührt. 



Gegeben: G, P auf G, G^. 
Gesucht: Kreis um X. 



Analysis I. Der Kreis um X (Fig. 16) 
sei der gesuchte. Für X hat man als geo- 
metrische Oerter: erstens die Senkrechte auf 
G in P (siehe Frage 17), zweitens die Hal- 
bierungsgerade des Winkels, welchen G und 
Gj bilden. 



AnalyBis II. Sei q (Fig. 16) der Ber(fh- 

TP-Li €%rf T\' \. -ji rv A • rungspunkt des Kreises X mit G. und a der 
ErkL 27. Die beiden Tangenten von einem Q^u„;fl^„„i,x „^„ r ««^ r e» {»f />p /,/» 

inlrt an Afnftn KrpiR sind «inanrlftr al«ir.h. Schnittpunkt VOU G Und G„ SO ISt öP = aq, 

daher ist q bekannt, und ein weiterer geo- 
metrischer Ort für X ist die Senkrechte auf 
Gl in q. 



Punkt an einen Kreis sind einander gleich. 
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Das Apollonische BerOhrongsproblem. 



Figur 16. 




ErkL 28. Wechselwinkel bei durchschnit- 
tenen Parallelen sind einander gleich. 

Erkl. 29. Die Grundwinkel eines gleich- 
schenkligen Dreiecks sind einander gleich. 



Erkl. 30. Zwei Dreiecke sind kongruent, 
wenn sie eine Seite und zwei entsprechend lie- 
gende Winkel gleich haben. 



Analysis m. Denkt man sich (Fig. 16) 
von P auf Gl das Lot Pr gefüllt und Vq 
gezogen, so ist Pr_LGi und XgxG^, da- 
her Pr||Xg, also -^rVq = <^VqX, aber 
XPg' ist ein gleichschenkliges Dreieck, also 
^gPZ = ^PgX, also ist <^rPff = <^^PX, 
folglich erhält man Punkt q durch die Hal- 
bierungsgerade des Winkels rPX. 



Eonstraktion I. Errichte (Fig. 17) auf 
G in P die Senkrechte, halbiere die Winkel 
zwischen den Geraden, die Halbierungsgeraden 
schneiden die Senkrechte in X und X|, be- 
schreibe um X mit XP, um X^ mit X,P 
Kreise, diese sind die gesuchten. 



denn: 



Beweis I. Fälle Xg'j.G^ so ist: 
AaPX^aärX, 

<^PaX = <^g'aX, 

aX = aX, 
<i XPa = <^ X^a = 900, 

XP = Xff. 

Kreis X berührt also die Gj. 
Analog der Beweis für Xi. 



also: 
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Figur 17. 
Gl/ 




Konstruktion ü. Mache (Fig. 17) auf Gx 
vom Schnittpunkt a der beiden Geraden aus 
die Strecken aq=:aqi = aV, errichte auf G 
in P, auf Gl in q und qi Senkrechte, welche 
einander in X und X^ schneiden u. s. w., 
wie bei I. 



Erkl. 31. Zwei Dreiecke sind kongruent, 
wenn sie zwei Seiten und die Gegenwinkel der 
grösseren dieser Seiten entsprechend gleich | 
haben. 



Beweis n. Ziehe X^, so ist 

aP = aq, 

aX = aX, 

<^aPX=:<^a2X, 



folglich: 



<^ aPX ^ A a^X, 
PX = Xg. 



Konstruktion m. Fälle (Fig. 17) von 
P auf Gj das Lot Pr, errichte auf G in P 
die Senkrechte ftPftp halbiere die Winkel 
hVr und &iPr; die Halbierungsgeraden 
schneiden Gi in q und g^ errichte auf G| 
in q und q^ Lote, welche ?h und Pft^ in 
X und X^ schneiden u. s. w. 

Beweis m. Nach Konstruktion istgXx G^ 
und Pr J_Gj, also: 

Erkl. 32. Wenn in einem Dreieck zwei gX || rP, 

Winkel gleich sind, so ist das Dreieck gleich- also: 
Bchenklig. ^ rPg == ^ PgX (siehe Erkl. 28), 

ferner ist nach Konstruktion: 

<^rVq = ^qVX, 
daher: 

^PgX = <*gPX, 

folglich ist XPg gleichschenklig, oder 

XP = Xq. 

Analog ist der Beweis für Kreis X^. 

Determination. Es gibt stets zwei Lö- 
sungen, so lange G und G^ nicht parallel 
sind, im letzteren Falle ist nur eine Lösung 
möglich. 
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Das Apollonische Berührongsproblem. 



Aufgabe 38. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher zwei Parallelen, und zwar 
die eine in einem gegebenen Punkt be- 
rührt. 

Figur 18. 




Gegeben: G, G^ || G, P auf G. 
Gesucht: Kreis um X. 



Konstraktion. Errichte (Fig. 18) auf Gr 
in P das Lot, welches G^ in g schneidet, be- 
schreibe am die Mitte X von Pg einen Kreis 
mit XP, so ist dieser der gesachte. 



Beweis folgt aas Frage 16. 



Aufgabe 39. Einen Kreis zu zeich- 
nen, der eine gegebene Gerade in einem 
gegebenen Punkt und ausserdem einen 
gegebenen Kreis berührt 



Gegeben: G, P in G, Kreis um 0. 
Gesucht: Kreis um X. 



Figur 19. 




a 



(S. Er kl. 19.) Die Spitzen aller gleichschenk- 
ligen Dreiecke über der nämlichen Grundlinie 
liegen auf deren Mittellot und umgekehrt: Ein 
Dreieck, in welchem eine Höhe die zugehörige 
Seite oder den zugehörigen Winkel halbiert, ist 
gleichschenklig. 



Erste Auflösung. 



Analysis. Angenommen der gesuchte Kreis 
X berühre den gegebenen Kreis (Fig. 19 
und 20) in i^ so liegen 0, t^ X auf einer 
Geraden (siehe Erkl. 22). Nun sind XP 
und X^ einander gleich als Halbmesser des 
gesachten Kreises, denkt man sich also auf 
XP noch die Strecke Pa = 0^ = dem Halb- 
messer des gegebenen Kreises gemacht, so 
findet man durch Subtraktion oder Addition: 

Xa = XO. 

Man hat daher für X zwei geometrische 
Oerter: erstens das Lot auf G in P (siehe 
Frage 17), zweitens: das Mittellot Ton 0« 
(siehe Erkl. 19). 



Konstruktion. Errichte auf G in P ein 
Lot, mache auf diesem von P aus die Strecke 
Pa (PaJ = dem Halbmesser r des gegebenen 
Kreises, ziehe Oa(Oai) und errichte darauf 
das Mitteliot, welches jenes erste Lot inX 



Berührungs aufgaben, gelöst ohne Anwendung der Lehre von den Proportionen. 25 



Figur 20. 




(X,) trifft; beschreibe um X(X,)mitXa(X, aj 
einen Kreis, so ist dieser der gesuchte. Da 
die Strecke r auf dem Lote nach beiden 
Seiten abgetragen werden kann, erhält man 
zwei Berührungskreise. 



Beweis. Es ist, wenn man X zieht, 
welche den gegebenen Kreis in t schneidet, 
nach Konstruktion Fa = Ot, femer wegen 
des Mittellots : Xa = XO, daraas ergiebt 
sich durch Addition oder Subtraktion : XP = 
X^ d. h. der gesuchte Kreis berührt auch 
den gegebenen, w. z. b, w. 

Analog ist der Beweis für den Kreis Xi. 



Figur 21. 




Determination. Man erhält stets zwei 
Lösungen, wenn nicht das Mittellot von 
aO oder axO parallel mit dem Lot PX 
wird; dies ist der Fall, wenn die gegebene 
Gerade den gegebenen Kreis berührt In 
diesem Falle gibt es nur eine Lösung, 
die andere artet in die Gerade G selbst aus. 
Schneidet G den Kreis nicht, so berührt 
von den Kreisen X and Xi der eine den 
Kreis von aussen, der andere umschliessend. 
Schneidet G den Kreis und liegt P ausser- 
halb des Kreises 0, so erhält man auf jeder 
Seite von G einen den Kreis von aussen 
berührenden Kreis. Schneidet G den Kreis 
und liegt P innerhalb des Kreises 0, so be- 
rühren die gesuchten Kreise den gegebenen 
beide von innen. 

Es gibt keine Lösung, wenn G den Kreis 
schneidet und P mit einem der Schnittpunkte 
zusammenfällt, es gibt unzählig viele 
Lösungen, wenn G den Kreis in P berührt. 

Die angegebene Konstruktion wird 
hinfällig, wenn P auf dem zu G senkrech- 
ten Durchmesser tti von Kreis liegt. 

In diesem Falle ist X Mitte von Pf, X| 
Mitte von Vt^ (siehe Fig. 21). 
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Das Apollonische Berührungsproblem. 



Figur 22. 




Brkl. 33. Wenn bei zwei darchschnittenen 
Geraden zwei Wechselwinkel oder zwei kor- 
respondierende Winkel einander gleich sind, so 
sind die Geraden parallel. 



Zweite AuflSsung. 



Analysifl. Kreis X berühre (Fig. 22) den 
Kreis in t; ziehe P^ bis zum zweiten 
Schnitt mit Kreis in a, ziehe Oa, so sind 
die Dreiecke XP^ und Oat gleichschenklig 
(siehe Erkl. 1), die Winkel P^X und atO 
sind einander gleich, also auch die Winkel 
XP^ und Oat (siehe Erkl. 28), daher sind 
Oa und XP parallel, somit Oa senkrecht 
auf G; hierdurch ist a, also auch der Be- 
rührungspunkt t bekannt. 

Ebenso verhält es sich mit dem Kreis X^ 
und Berührungspunkt ti, mit dem Unter- 
schiede, dass hier die Winkel XP^^ und 
O&^i nicht Wechsel Winkel, sondern korrespon- 
dierende Winkel sind. 



Eonstniktion. Errichte auf G in P das 
Lot, ziehe den zu G senkrechten Durch- 
messer ah von Kreis 0, ziehe Pa und Vb, 
welche Kreis in ^ bezw. t^ schneiden, 
ziehe 0^ und O^i, welche das Lot in X bezw. 
X^ schneiden, beschreibe um X und X^ Kreise 
mit XP bezw. X^P, so sind dies die ge- 
suchten Kreise. 



Beweis. 

<^0a^ = <^XVt 
<):Obt^ = <^X?t^ 



(als Wechselwinkel), 

(als korrespond. Winkel 
bei Parallelen), 

(als Scheitelwinkel), 



(siehe Erkl. 29), 



-^O^a = <^XfP 

-^Otib = -^X^iP, 

<^Ota = ^Oat 

<^Ot,a = ^Oft^i 

daher: 

<^XtV = ^XPf, 

^Xi^P=^XiP^i, 

also: 

X^ = XP 

XJ^ = X^P 

folglich geht der Kreis um X durch t, der 
um X^ durch t^, Kreis X und X^ berühren 
daher Kreis 0. 



(siehe Erkl. 32); 
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Aufgabe 40. Einen Kreis zu zeiclinen, 
welcher einen gegebenen Kreis in einem 
gegebenen Punkte und ausserdem einen 
zweiten gegebenen Kreis berührt. 



Gegeben: Kreis um 0, Kreis um Q, 

P auf Kreis um 0. 

Gesucht: Kreis um X. 



« i_i «^ T^. o 1 i-x . , Analysis. Wenn zwei Kreise einander 

»» J^^v!?;r»i^'*,-^™Rlrnh™nt°,n,f„*t* "^^S bertthrei, so haben sie die Tangente im Be- 
Samen Zentrale im Iserünrangspunkt zweier „, ^ , . . txt j i. 

Kreise ist Tangente an jeden der beiden Kreise. rühruDgspunkt gemeinsam. Wenn man daher 

an Kreis Q in P die Tangente zieht, so ist 
die vorliegende Aufgabe auf die Aufgabe 39 
zurückgeführt. 



Aufgabe 41. Einen Kreis zu zeichnen, 
welcher einen gegebenen Kreis in einem 
gegebenem Punkte und ausserdem eine 
gegebene Gerade berührt. 



Gegeben: G, Kreis um 0, P auf 

Kreis 0. 

Gesucht: Kreis um X. 



Figur 23. 




Erste Auflösung. 

Analysis. Der gesuchte Kreis muss nach 
der Erklärung 34 auch die Tangente des 
Kreises in P berühren, damit ist die Auf- 
gabe auf die Aufgabe 38 zurückgeführt. 

Zweite Auflösung. 

Analysid. Der gesuchte Kreis X (XJ 
(Fig. 23) berühre die gegebene Gerade G 
in ^ (^i). Ziehe ^P (^^P) bis zum zweiten 
Schnitt mit Kreis in a{h\ ziehe Oa (Oft), 
so sind die Dreiecke XVt(Xi^t^) und OPa 
(0P&) gleichschenklig (siehe Erkl. 1). Die 
Winkel bei P in diesen Dreiecken sind 
einander gleich, folglich auch: 



-*X^P 
(^X^P^ 



<*OaP 
<^0&P), 



daher ist: 



Oa II X^ 



(Oft II xo, 

(siehe Erkl. 33), also ist aOb der zu 6 
senkrechte Durchmesser des Kreises 0, so- 
mit kennt man die Punkte a und b, also 
auch die Berührungspunkte t und t^, 

Konstriiktion. Ziehe den zu G senk- 
rechten Durchmesser ab des Kreises 0, ziehe 
aP und ftP, welche G in f bezw. t^ treffen, 
errichte auf G in ^ und ti Lote, welche von 
OP in X bezw. Xj geschnitten werden; be- 
schreibe um X mit XP, um Xi mit X^P 
Kreise, so sind diese die gesuchten. 
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Das Apollonische Berührungsproblem. 



Figur 23. 




Beweis. Kreis X berührt Kreis in P 
»ach Erklärung 4. 

Dreieck OaP ist gleichschenklig nach Er- 
klärung 1, also: 

<^XP^ = <^OPa, 
aher * 

<^OPa=-^X^P (siehe Erkl. 28), 
folglich: 

<^X;P = <^XPf, 

also Dreieck XP^ gleichschenklig (Erkl. 32), 
daher ist X^ = XP, und da X^J_G, so 
berührt Kreis X die Gerade G in t 
Analog ist der Beweis für Kreis Xi. 

Determination. Es gibt im allgemeinen 
zwei Lösungen. 

Berührt G den Kreis in &, so fällt der 
Schnittpunkt von P& mit G nach b, also X^ 
nach und es gibt nur eine Lösung. 

Berührt G den Kreis in P, so genügt 
jeder beliebige Kreis, welcher G in P 
berührt, der Aufgabe. 

Keine Lösung gibt es, wenn die Ge- 
rade den Kreis schneidet und P mit einem 
der Schnittpunkte zusammenfällt. 

Liegt die Gerade ausserhalb des Kreises, 
so berührt einer der gesuchten Kreise den 
gegebenen von aussen, der andere um- 
schliessend. Schneidet G den Kreis, so liegt 
der eine der gesuchten Kreise ausserhalb, 
der andere innerhalb des gegebenen. 

Eine einzige Lösung erhält man auch 
in dem Falle, wo P mit einem der Endpunkte 
a oder b des auf G senkrechten Durch- 
messers von Kreis zusammenfällt. Punkt 
X fällt dann in die Mitte des Abstands 
zwischen P und G. 



Aufgabe 42. Einen Kreis zu zeichnen, 
welcher eine gegebene Gerade in einem 
gegebenen Punkte berührt und durch 
einen zweiten gegebenen Punkt geht. 



Gegeben: G, P auf G, P^. 
Gesucht: Kreis um X. 

Analysis. Ein geometrischer Ort für X 
ist dieSenkrechte auf G inP, (siehe Frage 17), 
ein zweiter das Mittellot auf P P^ (siehe 
Frage 14). 



Aufgabe 43. Einen Kreis zu zeichnen, 
welcher einen gegebenen Kreis in einem 
gegebenen Punkte berührt und durch 
einen zweiten gegebenen Punkt geht. 



Gegeben: Kreis um 0, P auf Kreis 

um 0, P^. 

Gesucht: Kreis um X. 



Analysis. Geometrische Oerter für X 
ergeben sich aus Frage 18 und Frage 14. 
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Aufgabe 44. Einen Kreis zu zeichnen, 
welcher zwei gegebene Geraden so be- 
rührt, dass die Sehne zwischen den Be- 
rührungspunkten eine gegebene Länge 
hat. 



Erkl. 35. Die Sehne zwischen den Beruh- 
mngsponkten zweier Tangenten steht senkrecht 
auf der Zentrale des Schnittpunkts der Tan- 
genten und wird Ton ihr halbiert. 



Figur 24. 




Gegeben: s, G, Gj. 
Gesucht: Kreis um X. 

Analysis. Ein geometrischer Ort für X 
ist das Geradenpaar, welches die Winkel 
zwischen G und G^ halbiert (siehe Frage 16). 
Die HalbieruDgsgerade ist Mittellot der Be- 
rührungssehne, daher haben die Berührungs- 
punkte von der Halbiernngsgeraden den Ab- 
stand 1/2 s. 

Sind die Berührungspunkte gefunden, so 
ergibt sich der Mittelpunkt aus Erkl. 17. 

Eonstriiktion. (Fig. 24.) Halbiere die 
Winkel am Schnittpunkt der gegebenen 
Geraden. Die Halbierungsgeraden seien M 
und N. 

Ziehe zu M im Abstand 1/2 s die Paral- 
lelen Ml und M2 (siehe Anmerkung 8), zu 
N im gleichen Abstand die Parallelen N^ 
und N2. 

M^ schneidet G und G^ in a und a^ 



N, 



•> 



7» 



1» 



»» 



»» 



n 
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Erkl. 36. Jede Strecke zwischen zwei Pa- 
rallelen wird durch die Mittelparallele halbiert. 



Erkl. 37. Zwei Dreiecke sind kongruent, 
wenn sie zwei Seiten und den Gegenwinkel der 
kleineren gleich haben und beide Dreiecke 
stumpfwinklig oder beide spitzwinklig sind. 



'2 ?» »» »» " '» ^ »» ^l 

Errichte auf G in den Punkten a, b, 0, d 
Lote, diejenigen Lote, welche durch a und 
b gehen, schneiden M in X und Xi, die Lote 
durch c und d schneiden N in Y und Ti; 
beschreibe um X und Xi mit aX, um Y 
und Yi mit c Y Kreise. Diese sind die ge- 
suchten. 



Beweis. Ziehe a b, welche M in e trifft, 
so ist: 

ae = ft^e (siehe Erkl. 36), 

<^aOe = -^^lOe (nach Konstruktion) 

und 

Oe = Oe, 

daher: 

AaOe ^ A^Oc 

folglich: 

Oa == O&i, 
ferner: 

OX = OX 
<^aOX = <^b,OX, 
also: 

AOaX ^ A biOX, 
also: 
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Das Apollonische Berührungsproblem. 



X&i = Xa 

^^ <^XaO = <^Xb^O = 900, 

daher berührt der Kreis um X mit X a die 
Gerade G| in bi, w. z. b. w. 

Analog ist der Beweis für die anderen 
Kreise. 

Determination. Es gibt stets vier Be- 
rührungskreise, welche der Aufgabe ge- 
nügen; dieselben sind zu je zweien einander 
gleich und ihre Mittelpunkte symmetrisch 
gegen gelegen. Schneiden die gegebenen 
Geraden einander rechtwinklig, so werden 
alle vier Kreise einander gleich. 



Aufgabe 45. Einen Kreis zu zeichnen, 
welcher durch zwei gegebene Punkte geht 
und eine zur Verbindungsstrecke der 
Punkte parallele Gerade berührt. 

Figur 25. 



Gegeben: P, P^, G || PP^ 
Gesucht: Kreis um X, 




Analysifl. X muss auf dem Mittellot von 
PPi liegen (siehe Frage 14); dieses steht 
auf G senkrecht, weil G||PPi ist, also ist 
der Schnittpunkt a des Mittellots mit G 
Berührungspunkt. Die Aufgabe ist daher 
auf die einfachere zurückgefürt: Einen Kreis 
durch drei gegebene Punkte zu legen, oder 
den Umkreis eines Dreiecks zu zeichnen 
(siehe Kleyer und Sachs, Lehrbuch der 
Planimetrie). 



Aufgabe 46. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher durch zwei gegebene Punkte 
geht und eine auf ihrer Verbindungs- 
strecke senkrechte Gerade berührt. 

Figur 26. 




Gegeben: P, P,, G JLPP,. 
Gesucht: Kreis um X. 

Analysis. Die Gerade darf nicht zwischen 
P und Px hindurchgehen, weil sonst der 
Schnittpunkt von PPi mit G ein Punkt inner- 
halb des Kreises wäre, also G den Kreis 
schneiden würde. 

Geometrischer Ort für X (Fig. 26) ist das 
Mittellot auf PP^ (siehe Frage 14); dieses ist 
II mit G, folglich ist der Halbmesser des ge- 
suchten Kreises der Abstand ab des Mittellots 
von G, und ein zweiter geometrischer Ort ftir 
X ist der Hilfskreis um P (oder PJ mit ab. 



L 
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Aufgabe 47. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher durch zwei gegebene Punkte 
geht und einen Kreis berührt, dessen 
Mittelpunkt von den gegebenen Punkten 
gleich weit entfernt ist. 

Figur 27. 



Gegeben: P, Pj, Kreis um 0, 

OP = OP,. 

Gesucht: Kreis um X. 




Analysis. (Fig. 27). Geometrischer Ort 
für X ht das MitteUot auf PP^ (siehe Frage 14), 
auf diesem liegt auch der gegebene Mittel- 
punkt (siehe Erkl. 19). 

Das Mittellot schneide den Kreis in a (&), 
so liegen 0, a (b), X in gerader Linie, also 
ist a (b) der Berührungspunkt (siehe Erkl. 22), 
und man hat die Aufgabe: durch die drei 
Punkte P, Pi, a (6) einen Kreis zu legen. 



Aufgabe 48. Einen Kreis zu zeichnen, 
welcher die Schenkel eines gegebenen 
Winkels berührt und durch einen gegebe- 
nen Punkt auf der Halbierungsgeraden des 
Winkels geht 

Figur 28. 



Gegeben: <^GOG,, P auf der Halbie- 
rungsgeraden von -^^GOG^ . 

Gesucht: Kreis um X. 




Analysis. Der gesuchte Kreis (Fig. 28) 
hat seinen Mittelpunkt auf der Halbierungs- 
geraden OP (siehe Frage 15), also ist seine 
Tangente in P senkrecht zu OP, diese 
schneide G in a, so ist ein zweiter geo- 
metrischer Ort für X die Halbierungsgerade 
des Winkels zwischen Pa und G (siehe 
Frage 15). 



32 



Dae Apollonische Berühruugsproblem. 



Ungelöste Aufgaben. 

Aufgabe 49. Einen Kreis zu zeichnen, Aufgabe 50. Einen Kreis za zeichnen, 
welcher durch drei gegebene Punkte geht, welcher drei gegebene Geraden berührt, von 
(Den Umkreis eines Dreiecks zu zeichnen.) denen keine der anderen parallel ist. (Inkreis 

und Ankreise eines Dreiecks zu zeichnen.) 

Aufgabe 51. Einen Kreis zu zeichnen Aufgabe 52. Einen Kreis zu zeichnen, 

der durch zwei gegebene Punkte geht und der zwei gegebene Geraden berührt und 

dessen Mittelpunkt auf einer gegebenen Linie dessen Mittelpunkt auf einer gegebenen 

(Gerade oder Kreis) liegt. Linie (Gerade oder Kreislinie) liegt. 

Aufgabe 53. Einen Kreis zu zeichnen, Aufgabe 54. Einen Kreis zu zeichnen, 
welcher eine gegebene Gerade in einem ge- welcher einen gegebenen Kreis in einem ge- 
gebenen Punkt berührt und dessen Mittel- gebenen Punkt berührt und dessen Mittel- 
punkt auf einer gegebenen Linie (Gerade punkt auf einer gegebenen Linie (Gerade 
oder Kreis) liegt. oder Kreis) liegt. 

Aufgabe 55. Einen Kreis zu zeichnen, Aufgabe 56. Einen Kreis zu zeichnen, 
welcher zwei gegebene Parallelen und eine welcher zwei gegebene Parallelen und einen 
sie schneidende Gerade berührt. Kreis berührt. (Der Kreis muss mindestens 

eine der Parallelen schneiden.) 

Aufgabe 57. Einen Kreis zu zeichnen, Aufgabe 58 und 59. Einen Kreis zu 
welcher zwei gegebene Parallelen berührt zeichnen, welcher zwei gegebene Parallelen 
und durch einen gegebenen, zwischen den berührt und eine dritte gegebene Gerade 
Parallelen liegenden Punkt geht. oder einen gegebenen Kreis nach einer Sehne 

von gegebener Länge schneidet. 

Aufgabe 60, 61, 62. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher zwei gegebene Parallelen berührt 
und einen gegebenen Kreis rechtwinklig 
schneidet oder halbiert oder von dem ge- 
gebenen Kreis halbiert wird. 

Aufgabe 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69. 

Einen Kreis zu zeichnen, welcher von zwei 
gegebenen Parallelen die eine berührt, die 
andere nach einer Sehne von gegebener 
Länge schneidet und ausserdem 

durch einen gegebenen Punkt geht, oder 

eine gegebene Gerade berührt, oder 

einen gegebenen Kreis berührt, oder 

einen gegebenen Kreis rechtwinklig schnei- 
det, oder 

einen gegebenen Kreis halbiert, oder 

von einem gegebenen Kreis halbiert wird. 



Figur 29. 




Aufgabe 70, 71, 72, 73, 74, 75, 76. 

Einen Kreis zu zeichnen, welcher jede von 
zwei gegebenen Parallelen nach einer Sehne 
von bekannter Länge schneidet und ausser- 
dem eine der in Aufgabe 63 bis 69 an- 
gegebenen Bedingungen erfüllt. 



Andeutung zu den Aufgaben 70 bis 76 
(Fig. 29). Lege beide Sehnen auf die Pa- 
rallelen so hin (ah und a^h^), dass ihre 
Mitten c und Ci auf einer Senkrechten zu G 
liegen, und zeichne einen Hilfskreis durch 
a, &, ai, so geht dieser Kreis auch durch h^ 
(siehe Erkl. 15) und eine Parallele zu G 
durch seinen Mittelpunkt ist geometrischer 
Ort für den Mittelpunkt des gesuchten 
Kreises. 
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Daa vollstlndige Inhaltsverzeichnis der bis jetzt erschienenen Hefte kann 
durch iede Buchhandluna bezogen werden. 



Preisgekrönt in Franttart a, M, 1881, 

PROSPEKT. 

Iheies Werk, weldiem keta ihnliehefs nir Sdte steht, encheint monatiick in 8-^ 
Heften za dem Milien Preise tod 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlnng der wichtig- 
BtCT nnd praktiBchBten AnfirabeB ans dem Gesamti^biete der Mathematik, Pbysiky 
Mechanik, math. Geographie 9 Astronomie, des Maschinen-, Strassen-, Eisenhahn-, 
Brflcken- nnd Hochbaues, des konstraktiren Zeichnens etc. etc. und zwar in ToUstEndig 
gelSster Form, mit Tielen Figuren, Erklftmngen nebst Angabe nnd EntwIckeluBir der 
benntsten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Ltanng 
jedermann Terstftndlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grossere Anzalil der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich tu Ihrer Gesamtheit ^rginzen nnd alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbstftndigen Kapi- 
teln angeordnet — vorlieiren. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang Ton ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Losung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
aberlassen bleiben, und zuirleich you den Herren Lehrern ftlr den Schulunterricht benutzt 
werden können. — Die Losungen hierzu werden spftter in besonderen Heften f&r die Hand des 
Lehrers erscheinen« Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, InhaltsTeraeioh- 
Bis, BerlchtignBgen und erlintemde ErkUmngen Aber das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandtefl des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes folgender Schulen: BealsehnleB I. nnd II. Ord., gleieh- 
bereehUgten hSheren Bflrgerschnlen, Prlratschnlen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gjmnasien, Schnllehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Bangewerkschnlen, 
Gewerbeschnlen, Handelsschulen, techn. Torbereitungsschnlen aller Arten, Irowerbllche 
Fortbildnngsschnlen, Akademien, ünlrersitäten , Land- nnd Forstwissensehallsschnlen, 
Mllitirschnlen, Torbereitnngs- Anstalten aller «Arten als z. B. Ar das Bii|}Ihrig-Frei- 
wiUige- nnd Offlaiers-Examen, etc. 

Die Schiller, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaltlichen Fächer, werden durch diese, Schritt für Schritt gelltete, Aufgaben- 
sammlung Immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgraben gezeicrt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben^ zugleich aber anch 
die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgefahrt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze fOr den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen TeilOs der mathemattochen 
Disziplinen — zum Auflösen Ton Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
Obrigt werden kann, hiermit aber dem SchfQer bei seinen häuslichen Arbeiten eine ▼oll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende AnQjrAben an 18sen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch an Torwerten. Lnst, Liebe 
und Terständnis fOr den Schul-Ünterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenienren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Anfbrlschnng der erworbenen und rieUeicht Tergeasenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Bemfls- 
zweigen yorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Terwertnngen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
yerbrdtet — Wünsche, Fragen etc, welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfasser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M. Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren Eriedigung 
thunUchst berOcIoichtifft. 

Stuttgart Die Terlagsluuidliiiig, 
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B. BerüLrungsaufgaben, durch Versuche gelöst 

Anmerkung 12. FUr viele Fälle, Damentlich des technischen Zeichnens, koromt es 
weniger auf theoretisch richtige Lösang geometrischer Anfgahen an, als darauf, 
mit hinreichender Genauigkeit eine Zeichnung herzustellen. Zu diesen Fällen 
gehören besonders die Aufgaben der Kreisbertthmng. Durch ein methodisches 
Probieren kommt ein geübter Zeichner häufig rascher zum Ziel als durch geo- 
metrische Konstruktion, besonders wenn letztere viele Hilfslinien enthält. Im 
Folgenden ist Anleitung gegeben, wie Ereisberührungsaufgaben durch methodische 
Versuche graphisch gelöst werden können. 



Aufgabe 77. Beliebig viele Punkte 
des geometrischen Orts für den Mittel- 
punkt eines Kreises zu zeichnen, welcher 
durch einen gegebenen Punkt geht und 
eine gegebene Gerade berührt. 

Figur 30. 



Gegeben: P und G. 

Gesucht: Geometrischer Ort für den 
Mittelpunkt XeinesKreises. 






/ 



/ 



/ 



I 




Analyels. (Fig. 30.) Es sei X der Mittel- 
punkt eines Kreises, der durch P geht und 
G berührt. Wäre der Halbmesser gegeben, 
so würde man X erhalten nach Aufgabe 2 
mit Hilfe einer Parallele zu G und eines 
Hilfskreises um P. Man wird daher belie- 
big viele Punkte X erhalten, wenn man für 
beliebig viele Werte von ^ die Aufgabe 2 
wiederholt. Ein Punkt des gesuchten geo- 
metrischen Orts ist jedenfalls die Mitte 6 
des von P auf G gefällten Lots Pa. 



Crans, Apollon. Berührnngsproblem. 



Konstruktion. Fälle von P auf G das 
Lot Pa und halbiere es in h. Trage vonP 
aus gegen a und von a aus gegen P hin die 
beliebigen Strecken Pc, = aöf^ , Pc2 = aefg, 
Pcs = ad^ etc. ab, sämtlich grösser als 

1/2 Pa, ziehe durch die Punkte d^^^d^.d^ 

Parallelen zu G und beschreibe um P durch 
die Punkte c^, C2, C3 . . . . Kreisbögen. Jeder 
Kreisbogen schneidet die zugehörige Pa- 
rallele in zwei Punkten Xj, Yi; Xg, Yg; Xg, 
Y3; . . . . Diese Punkte, durch eine stetig 

3 
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Erkl. 38. Der gefundene geometrische Ort gekrümmte Linie verbunden, geben den ge- 
ist eine zur Gattung der sogenannten Kegel- suchten geometrischen Ort. 
schnitte oder Kurven zweiten Grads ge- 
hörige krumme Linie und heisst Parabel. 

Die Parabel ist also der geometrische Ort 
eines Punkts, welcher von einem festen Punkt 
und einer festen Geraden gleichen Abstand hat. 
Der feste Punkt heisst Brennpunkt, die feste 
Gerade heisst Leitlinie, die Senkrechte vom 
Brennpunkt auf die Leitlinie heisst Axe der 
Parabel. 



Beweis folgt aus Aufgabe 2. 



Aufgabe 78. Beliebig viele Punkte 
des geometrischen Orts für den Mittel- 
punkt eines Kreises zu zeichnen, welcher 
eine gegebene Gerade und einen ge- 
gebenen Kreis berührt. 



Gegeben: G und Kreis um 0. 

Gesucht: Geometrischer Ort für den 
Mittelpunkt X eines Kreises. 



Analysis. Wäre der Halbmesser der ge- 
suchten Kreise fest, so würde die Aufgabe 5 
vorliegen. Man wird daher beliebig viele 
Punkte des gesuchten geometrischen Orts 
erhalten, wenn man Aufgabe 5 für beliebig 
viele Werte von q löst. 



Figur 31. 



a 




Konstraktion. L Fall: Die Gerade 
schneidet den Kreis nicht. 

Fälle von auf die Gerade das Lot Oa, 
welches den Kreis in h und c trifft (& liegt 
der Geraden näher als c). Halbiere ah und 
ao in m und n, so wird der gesuchte geo- 
metrische Ort durch m und n gehen. 

Wähle auf der Seite von w, welche von der 
Geraden entfernt ist, eine Keihe von Punkten : 
dl, ^2, t^3 . . . . etc. , ziehe durch dieselben 
Parallelen zu G. Trage den Halbmesser von 
Kreis auf Oa von a aus beiderseits ge- 
gen 6 und f (e liegt auf der anderen Seite 
von G als der Kreis), und beschreibe um 

Kreise mit den Halbmessern e e2j , e e^jf ^^ •- ^^^-) 
ebenso mit fd^, fd^, fd^ .... etc. Die Kreise 

und ihre zugehörigen Parallelen schneiden 

einander in den Punktepaaren: 



und 



Y v/ Y Y/ Y Y' 

Y Y' Y Y' Y Y' 



Die ersteren Punkte sind die Mittelpunkte 
solcher Kreise, welche den gegebenen Kreis 
von aussen berühren. 

Die zweiten Punktepaare kommen nur auf 
denjenigen Parallelen vor, deren Abstand 
von G grösser als an ist, und sind die 
Mittelpunkte solcher Kreise, welche den Kreis 
umschliessend berühren. 
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Beweis. Denkt man sich um X2 einen 
Kreis mit Halbmesser ad^^^ Qi beschrieben, 
so berührt derselbe die Gerade G (siehe Er- 
klärung 10). Ferner ist: 

OX2 = e6?j = ea + a<?2 = ^ + C'2, 

folglich berührt der Kreis Xg den Kreis um 
mit r (siehe Erkl. 4). Denkt man sich 
noch einen Kreis um Yg mit ad^=^ q^ be- 
Erkl. 39. Der fragliche geometrische Ort schrieben, so berührt dieser die Gerade G 
besteht aus zwei getrennten Parabeln, (siehe Erkl. 10). Ferner ist: 
deren Leitlinien durch die Punkte e und f pa- 
rallel mit G gehen, und deren gemeinsamer OYg = fd^ = ö^s — CLf=Qs—r^ 
Brennpunkt ist. Die Parabeln schneiden 

einander nicht. also berührt der Kreis um Yg mit Qs den 

Kreis um mit r (siehe Erkl. 4). 



Figur 32. 




./ 



Erkl. 40. Der gesuchte geometrische Ort 
besteht aus zwei getrennten Parabeln 
mit dem gemeinsamen Brennpunkt 0, welche 
einander ihre hohle Seite zukehren und durch 
die Schnittpunkte des Kreises und der Geraden 
geben. Ihre Leitlinien sind die Parallelen zu G 
durch e und f. 



II. Fall: Die Gerade schneidet den 
Kreis, 

Ziehe den zu G senkrechten Durchmesser 
hc (p jenseits des Mittelpunkts), welcher G 
in a schneidet. Trage auf ihm von a aus 
den Halbmesser r von Kreis nach e und / 
(f jenseits des Mittelpunkts). Wähle auf bc 
zu beiden Seiten von a die Punkte d^, 6^, 
^2t ^2i ^1 63 ... . etc. und ziehe durch sie 
Parallelen zu G. Beschreibe um Kreise 
mit den Halbmessern cci, €62, ee^ etc., 
welche die Parallelen durch Ci, eg, e^ etc. 
in den Punktepaaren Xj, X'i; Xg, X'2 etc. 
innerhalb des Kreises schneiden. Kreise um 
mit den Halbmessern edi, 6(^2, ed^ etc. 
schneiden die Parallelen durch di, d^, d^ etc. 
in den Punktepaaren üj, üi'; Ü2, Ü2' etc. 
ausserhalb des Kreises. 

Beschreibe ferner um Kreise mit den 
Halbmessern fdi, fd^ etc, welche die Pa- 
rallelen durch dl, d^ etc. in den Punkte- 
paaren Yi, Y'i; Y2, Y'2 etc. innerhalb des 
Kreises schneiden. Kreise um mit den 
Halbmessern fei, fe2, fe^ etc. schneiden die 
Parallelen durch ex, 62. C3 etc. in den Punkte- 
paaren Zi, Z'i; Z2, Z'2; Zg, Z'3 etc. ausser- 
halb des Kreises. 

Halbiere endlich ah m m, ac in n und 
verbinde die Pnnktepaare X und U mit n, 
ebenso die Punktepaare Y und Z mit m durch 
zwei stetige krumme Linien, welche beide 
durch die Schnittpunkte des Kreises und der 
Geraden gehen, so geben dieselben zusammen 
den gesuchten geometrischen Ort. 

• 

Beweis. Beschreibt man mit ad^ = g^ 
um U3 einen Kreis, so berührt derselbe 
die Gerade G (siehe Erkl. 10); es ist aber: 

OÜ3 = ee?3 = ca -f- a c?3 = r + g^, 
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daher berührt der Kreis nm U3 mit ^, den 
Kreis am mit r (siehe Erkl. 4). Ebenso 
ist der Halbmesser des Kreises 

und X, = a c, 

Xj = e e^ = e a — ae^ = r — qi. 



Aufgabe 79. Beliebig viele Punkte des 
geometrischen Orts für den Mittelpunkt 
eines Kreises zu finden, welcher einen 
gegebenen Kreis berührt und durch einen 
gegebenen Punkt geht. 



Gegeben: P und Kreis um 0. 

Gesucht: Geometrischer Ort für den 
Mittelpunkt X einesKreises. 



Figur 33. 




.y 



1. Der Punkt P liege ausserhalb des 
gegebenen Kreises. 

Anftlysis. Denkt man sich den Halb- 
messer des gesuchten Kreises gegeben, so 
hat man die Aufgabe 8 zu lösen, welche bis 
zu 4 Lösungen zulässt. Verändert man den 
Wert von q, so erhält man beliebig viele 
Punkte des gesuchten geometrischen Orts. 

Konstruktion. Ziehe OP, welche den 
gegebenen Kreis in a (näher bei P) und b 
schneidet; trage auf OP von P aus den 
Halbmesser des gegebenen Kreises auf der 
von abgewendeten Seite nach c und hal- 
biere Pa in w, P6 in «. Wähle auf PO 
von m gegen hin eine Reihe von Punkten: 

^1» ^» «8» ^4 ■ • • • ^^d beschreibe um P Kreise 
mit den Halbmessern Pei, PC2, Peg.... 
Beschreibe um Kreise mit den Halbmessern 

cei, ce^, 063, 064 welche die ersten in 

den Punktepaaren Xx, X\ ; X2, X'2 ; Xg, X'g : . . . 
schneiden. Beschreibe ebenso um mit 
den Halbmessern Pei, P621 Peg.... und 
um P mit den Halbmessern oei, oeg, ce^, 
ce^ . . . . Kreise, welche einander in den 

Punktepaaren Yi, X'i; Yg, Y'g; Yg, Y'g 

schneiden. 

Verbinde die Punkte X und den Punkt tn, 
ebenso die Punkte Y und n durch stetig ge- 
krümmte Linien, so bilden diese zusammen 
den gesuchten geometrischen Ort. 



Beweis. Ein Kreis um X4 mit Halb- 
Erkl. 41. Der gesuchte geometrische Ort messer X^P geht durch P (siehe Erkl. 3); 
besteht aus zwei getrennten Zweigen, welche nach Konstruktion ist aber: 

gegen das Mittellot von PO symmetrisch liegen t)_ip -lyp 

und zusammen Hyperbel genannt werden. X^O — ce^ — cr-h-re^ — r-f-jL^i — 

Die Hyperbeln gehören ebenfalls zur Gattung r + Q, 

der sogenannten Kegelschnitte oder Kurven 

zweiten Grads. daher berührt Kreis X4 den Kreis um 
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Eine Hyperbel ist der geometrische Ort mit r (siehe Er kl. 4). Ebenso geht Kreis Y'o 
aller Punkte, deren Abstände von zwei festen mit Halbmesser ce^ durch P, weil nach Kon- 
Punkten eine gegebene Differenz haben. Die struktion ce^ = PY'o; aber es ist: 
festen Punkte nennt man Brennpunkte, ihre ^ 

Verbindungsgerade schneidet die Hyperbel in Qy =pe :=Pe cP = p r 

zwei Punkten (in der Figur 33: in m und n), 222 ? » 

den Scheiteln, der Abstand der Scheitel folglich umschliesst Kreis Y'o den Kreis 

heisst Axe der Hyperbel. (g-^j^^ ^^^^^ 4^ 



Figur 34. 




IL Der gegebene Punkt liegt im 

Kreis« 

Analysis. Analog wie bei I. 



Konstruktion. Ziehe P (Fig. 34), welche 
den Kreis in a und b schneidet, (a näher 
bei P); halbiere Pa in c, P& in d. Trage 
den Halbmesser des Kreises von P gegen 
h hin nach e, und die Strecke Pc von P ge- 
gen b hin nach f. Wähle zwischen f und d 
eine Reihe von Punkten /i, /i, /s . . . . ; be- 
schreibe am P Kreise mit den Halbmessern 

P/i, P/'s, P/'g und um Kreise mit den 

Halbmessern e/i, ef2, c/3 . . . . Diese Kreise 
schneiden einander in den Punktepaaren Xi, 
X'i; X2, X'2 . . . ., welche untereinander 
durch eine stetig gekrümmte, auch durch 
c und d gehende Linie verbunden, den ge- 
suchten geometrischen Ort ausmachen. 



Erkl. 42. Der gesuchte geometrische Ort 
bildet eine ovale geschlossene Linie, welche 
ebenfalls zur Gattung der Kegelschnitte gehört 
und Ellipse genannt wird. 

Eine Ellipse ist der geometrische Ort für 
alle Punkte, deren Abstände von zwei festen 
Punkten eine gegebene Summe haben. Die festen 

Punkte heissen Brennpunkte der Ellipse. Das Beweis. Ein Kreis um X4 mit Halb- 
in die Ellipse fallende Stück der Verbindungs- messer ^4 = P/*. geht durch P, da nach 
geraden der Brennpunkte heisst grosse Axe, Konstruktion PA =PX4 ist (siehe Erkl. 4). 
das m die Ellipse fallende Stück des Mittel- -p . - o^n... '* ^ v ^ 

rossen Axe heisst kleine Axe. -»^^ *^^ aoei . 



lots der grossen 
Die Endpunkte der Axen heissen Scheitel, 
ihr Schnittpunkt heisst Mittelpunkt, die Ent- 
fernung des Mittelpunkts von jedem der Brenn- 
punkte heisst Exzentrizität der Ellipse. 



daher berührt Kreis X^ den gegebenen Kreis 
(siehe Erkl. 4). 



Aalgabe 80. Beliebig viele Punkte des 
geometrischen Orts für den Mittelpunkt eines 
Kreises anzugeben, welcher zwei gegebene 
Kreise berührt. 

a). Die Kreise liegen ganz oder teilweise 
auseinander, der gesuchte Kreis berührt beide 
von aussen oder beide von innen oder beide 
umschliessend. 



Andeatnng. Die Mittelpunkte werden ge- 
funden, indem man für den Halbmesser des 
gesuchten Kreises beliebige Werte nimmt 
und die Aufgabe 6 löst. 

Man erhält als geometrischen Ort: 

bei a).: eine Hyperbel; 
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b). Die Kreise liegen ganz auseinander, 
der gesuchte Kreis berührt den einen von 
aussen, den andern umschliessend. 

c). Die Kreise schneiden einander oder 
der eine Kreis liegt im andern, der gesuchte 
Kreis berührt den einen von aussen, den 
andern von innen. 



bei b).: eine Hyperbel; 



bei c). : eine Ellipse. 



Anmerkung 13. Mit Hilfe der in den Aufgaben 77 bis 80 näherungsweise konstruierten 
geometrischen Oerter lassen sich die schwierigeren der in Frage 5 erwähnten Auf- 
gaben, allerdings nicht auf elementarplanimetrischem Wege, lösen. Man zeichnet 
von dem in* Frage kommenden geometrischen Orte nur ein kleines Stück in der 
Umgebung des Punktes, welchen man nach dem Augenmaas als Mittelpunkt des 
Kreises erkennt. Es soll von den vielen oft vorkommenden Aufgaben nur eine 
behandelt werden; der praktische Zeichner, für welchen diese Aufgaben von Wert 
sind, wird andere nach diesem Muster lösen können. 



Aufgabe 81. In einen von drei ge- 
gebenen Kreisbögen umschlossenen Raum 
einen Berührungskreis durch methodisches 
Probieren einzuzeichnen. 

Figur 35. 




Gegeben: Kreis um 0, Kreis um P, 

Kreis um Q. 

Gesucht: Kreis um X. 

Anftlysis. Der Raum I, H, HI in Fig. 35 ist 
von drei Kreisbögen eingeschlossen, von denen 
einer (mit dem Mittelpunkt P) dem Innern 
des Raumes seine konvexe, die beiden andern 
ihre konkave Seite zuwenden. Durch den 
gesuchten Mittelpunkt X, dessen ungefähre 
Lage sich nach dem Augenmass ergibt, 
müssen drei krummlinige geometrische Oerter 
gehen. Der eine enthält die Mittelpunkte 
der Kreise, welche P von aussen und von 
innen, der zweite die Mittelpunkte derjenigen, 
welche P von aussen und Q von innen, der 
dritte die Mitten der Kreise, welche und 
Q von innen berühren. 

Es ist also der Halbmesser von P um das 
gleiche Stück zu verlängern, um welches 
die Halbmesser von und Q zu verkürzen 
sind; mit den so verlängerten bezw. ver- 
kürzten Halbmessern sind um die gegebenen 
Mittelpunkte konzentrische Kreise zu be- 
schreiben (siehe Frage 8), und jenes Stück 
ist dabei so zu wählen, dass die drei kon- 
zentrischen Kreise durch einen Punkt gehen. 

Konstraktion. Ziehe die drei beliebigen 
Halbmesser Oa, Vh, Qc; trage auf dem 
zweiten von h nach aussen, auf den beiden 
andern von a und c nach innen die be- 
liebigen aber gleichen Strecken: 

aai := hb^ = cci 

a a2 = & &2 = c ^2 

aa^ = 6 &, = cc. 
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ab; beschreibe um 0, P, Q koDzentrischo 
Kreise mit den Halbmessern Oa^, P&i, Qc^ 
so schliessen diese, wenn aa^ etwas grösser 
als der gesuchte Halbmesser gewählt war, 
ein schildförmiges Bogendreieck 0| p^^ q^ ein, 
innerhalb dessen der gesuchte Mittelpunkt 
liegen muss; die Kreisbögen um und Q 
wenden dem Mittelpunkt die konvexe, der 
um P die konkave Seite zu. Ein zweites, 
kleineres Bogendreieck o^p^q^ erhalt man 
mit den Halbmessern Oao, P&2, QC2, wobei 
die Strecken aa^, ^h^, cc^ immer noch zu 
gross, aber kleiner als vorher sind. Dieses 
Bogendreieck hat dieselbe Lage wie o^p^qi. 
Die Kreisbögen mit Oa^, P63, Qcj liefern 
ein drittes Bogendreieck O3 p.^ q^ in umge- 
kehrter Lage wie die ersten, was ein Be- 
weis dafür ist, dass die Strecke 003 = 
6 ^3 = c C3 zu klein ist , also der gesuchte 
Halbmesser zwischen aa2 und aa^ liegen 
muss. 

Man verbinde nun die Punkte Oj Ö2 Ö3, 
ebenso p^ p^ p^ und q^ q^ q^ je durch eine 
stetig gekrümmte Linie mit Hilfe des Kurven- 
lineals, so schneiden sich dieselben im ge- 
suchten Mittelpunkte X. Dieser gibt, mit 
0, P, Q verbunden, die Berührungspunkte 
0, p, q und den Halbmesser des gesuchten 
Kreises Xo = Xp = Xq. 

Beweis folgt aus Analysis und aus Auf- 
gabe 80. 

Anmerkung 14. Sehr geübte Zeichner konstruieren nur ein Stück von einem der 
drei geometrischen Oerter und suchen auf diesem durch Probieren den Mittel- 
punkt X. 



C. Die Hauptaufgaben des Berührungsproblems, gelöst 

durcli Proportionen. 

Aufgabe 82. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher durch zwei gegebene Punkte Gegeben: P, Q, G. 
geht und eine gegebene Gerade berührt. Gesucht: Kreis um X. 



Figur 36. 




Analysis. Der Kreis X in Fig. 36 gehe 
durch die Punkte P und Q und berühredie 
Gerade G in a; ein geometrischer Ort für 
X ist das Mittellot auf PQ (siehe Frage 14). 
Wäre der Berührungspunkt a bekannt, so 
wäre ein zweiter geometrischer Ort für X 
die Senkrechte auf G in a (siehe Frage 1). 
Um diesen Berührungspunkt zu finden, denke 
man sich PQ bis zum Schnitt mit G in / 
verlängert, so gehen von f aus an den ge- 
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Erkl. 43. Ein bekannter planimetrischer sachten Kreis die Sekante /'QP und die 
Lehrsatz, Sekanten- Tangentensatz, lautet: Tangente /"a, daher ist nach dem Sekanten- 
Gehen von einem Punkte ausserhalb eines Krei- Tansentensatz: 
ses mehrere Sekanten an einen Kreis, so ist 

das Rechteck der Abschnitte jeder Sekante vom iL fF : fa = fa : fQ 

Punkt bis an jeden der Schnittpunkte konstant, ^'j ^ * oder 

und zwar gleich dem Quadrat der vom Punkt "^ i >.-2 /.p /.q 

an den Kreis gelegten Tangente, oder: ' ' T^ • TW, 

Die Tangente ist mittlere Proportionale zu d. h. fa ist zu finden als mittlere Propor- 
jeder ganzen Sekante und ihrem äusseren Ab- tionale aus fV und fQ. 
schnitt (siehe Klei/er-Sachs , Lehrb. der Plani- 
metrie). 

Jenes konstante Produkt der Sekanten- 
abschnitte heisst die Potenz des Punktes in Be- 
zug auf den Kreis. 



Figur 37. 




Konstruktion. Verlängere (Fig. 37) PQ 
bis zum Schnitt mit G in f. Beschreibe 
über PQ als Durchmesser einen Kreis, lege 
an denselben- von f aus die Tangente ft. 
Mache auf der Geraden G von f aus nach 
beiden Seiten die Strecken fa und fb =z 
ft. Errichte auf G in a und h Lote, welche 
das Mittellot von PQ in X und Y schneiden; 
beschreibe um X mit Xa, nm Y mit Yb 
Kreise, so sind diese die gesuchten. 



Beweis. Kreis X berührt die Gerade G 
in a nach Erkl. 10. Es sei nun h die Mitte 
von PQ, und die Gerade fPQ schneide den 
gesuchten Kreis X in P^ und Q,, so ist h 
auch die Mitte von P^ Qi , weil h der Fuss- 
punkt der von X auf Pj Q^ gefällten Senk- 
(S. Erkl. 15.) Die Senkrechte vom Mittel- rechten ist (siehe Erkl. 15). Nun ist nach 
punkt auf eine Sehne halbiert dieselbe, und dem Sekanten-Tangentensatz (Erkl. 43): 

umgekehrt: Das Mittellot einer Sehne geht ^x ^72 /-p /n 

durch den Mittelpunkt des KreisAR. ■'■/ / * — / 1 • / m!i 



weil P, Q, t auf dem Hilfskreis liegen, oder, 
da nach Konstruktion ft = fa ist: 

2) fä' = fl\f(i; 

andererseits ist aber nach dem gleichen Satze : 

3) fa' = fV,.fq,, 

weil a, I\, Qj auf dem gesuchten Kreise 
liegen. 

Die Gleichungen 2) und 3) lassen sich 
aber auch so schreiben: 

fa' = (fh+ivq).(fh^iFq) 
fa' = (fh + ii\q,),(fh-u\q,). 



Die Hauptaufgaben des BerOhrungsproblems, gelöst durch Proportionen. 
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oder nach einem bekannten Satz der Buch- 
SrkL 44t. Ein bekannter Satz der Buch- stabenrechnung : 

Btabenrechnnng (siehe Staudadier, Buchstaben- ^,2 2 inn^ 

rechnung) lautet: Das Produkt aus Summe und ^) /(* — /^ — v "Q 

Differeoiz zweier Grössen ist gleich der Differenz k\ 



ihrer Quadrate. 



Aus 4) und 5) folgt, dass jPQ = ^P^Q^ 
ist, d. b. dass P^ mit P und Q^ mit Q zu- 
sammenfällt, oder dass der gesuchte Kreis 
um X durch P und Q geht. 

Ganz analog ist der Beweis für den Kreis 
um Y. 

Deterniination. Die Aufgabe ist un- 
möglich, wenn die Punkte P und Q auf 
verschiedenen Seiten der Geraden G liegen, 
weil die Strecke PQ Sehne des gesuchten 
Kreises ist, jeder Punkt dieser Sehne, also 
auch ihr Schnittpunkt mit G muss innerhalb 
(S. Erkl. 25 ) Eine Gerade schneidet einen des Kreises liegen, also müsste G den Kreis 

Kreis, wenn irgend ein Punkt in ihr vom Mittel- schneiden. Andernfalls lässt die Aufgabe 

punkt einen kleineren Abstand hat als die Länge zwei Lösungen zu. 

des Halbmessers. Eine einzige Lösung erhält man, wenn 

einer der Punkte auf der Geraden selbst 
liegt. Dieser Punkt ist dann Berührungs- 
punkt (siehe Aufgabe 42). 

Haben die beiden Punkte gleichen Abstand 
von G, so wird die vorliegende Konstruktion 
illusorisch, weil PQ die Gerade G nicht mehr 
schneidet. In diesem Falle ist nach Auf- 
gabe 45 zu verfahren. 

Ist PQ senkrecht zur Geraden G, so liegt 
Aufgabe 46 vor. 



Aufgabe 83. Einen Kreis zu zeichnen, 
der durch zwei gegebene Punkte geht Gegeben: P, Q, Kreis um 0. 
und einen gegebenen Kreis berührt. Gesucht: Kreis um X. 



Figur 38. 

if 




Analysis. Angenommen, Kreis X (Fig. 38) 
berühre den gegebenen Kreis in t und gehe 
durch P und Q, so ist ein geometrischer 
Ort für X das Mittellot auf PQ (siehe 
Frage 14). Wäre Punkt t bekannt, so wäre 
der Halbmesser Ot ein zweiter geometrischer 
Ort für X (siehe Frage 18). 

Es sei nun in t die gemeinschaftliche Tan- 
gente des gegebenen und des gesuchten 
Kreises gezogen, welche PQ in /* schneide, 
dann ist: 

1) fF.fq = rt' 

nach Erkl. 43. Denkt man sich von f in 
den gegebenen Kreis die beliebige Sekante 
fmn gezogen, so ist nach Erkl. 43: 

2) fm . fn = Tt\ 

daher ist: 
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Erkl. 45. Die Umkehrung des Sekanten- 
satzes lautet: 

Liegen auf jedem Schenkel eines Winkels 
zwei Punkte so, dass die Produkte ihrer Ent- 
fernungen von der Spitze für jeden Schenkel 
gleich sind, so liegen die vier Punkte auf einem 
Kreis. 

Beweis. Nach Voraussetzung ist: 



oder: 



ab . ac = ad . de 
ahiae = ad: ac, 



die Seiten der Dreiecke abe und ade sind also 
proportioniert, und da dieselben den gleichen 
Winkel haben, so sind sie ähnlich. Folglich ist: 

<^ bed = <^ dcb, 

daher liegen e und c auf einem Kreisbogen 
über Sehne b d nach der Umkehrung des Satzes 
von den Peripheriewinkeln (siehe Erkl. 46). 



Erkl. 46. Die Spitzen aller Winkel von 
gleicher Grösse, deren Schenkel durch zwei 
gegebene Punkte gehen, liegen auf einem Ejreis, 
welcher durch die beiden Punkte geht (siehe 
Kleyer-Sachs, Lehrb. d. Planim.). 



3). 



f?.f(i = fm . fn. 



Folglich liegen nach der Umkehrung des 
Sekantensatzes die Punkte P, Q, n», n auf 
einer Kreislinie. Daher kann man m und m, 
also auch f und t finden. 



Figur 39. 




Erkl. 47. Die Umkehrung des Tan- 
gentensatzes lautet: 

Liegen auf dem einen Schenkel eines Winkels 
ein, auf dem anderen zwei Punkte so, dass der 
Abstand des ersten Punkts von der Spitze mittlere 
Proportionale zu den Abständen der beiden an- 
deren Punkte von der Spitze ist, so berührt 
der durch die drei Punkte gelegte Kreis den 
ersten Schenkel in dem gegebenen Punkt. 

• 

Beweis ähnlich wie bei Erkl. 45. 



Eonstraktion. Eirichte auf PQ das 
Mittellot (Fig. 40). Beschreibe um einen 
beliebigen Punkt des Mittellots einen Hilfs- 
kreis, welcher den gegebenen Kreis in m 
und n schneidet, ziehe wn, welche PQ in /* 
schneidet; lege von f an den gegebenen 
Kreis die Tangenten fs und ft^ ziehe Os 
und 1, welche das Mittellot von P Q in X 
und Y schneiden; beschreibe um X mit X^, 



Die Hauptaufgaben des Berührungsproblems, gelöst durch Proportionen. 
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Figur 40. 



um Y mit T^ Kreise, so sind diese die ge- 
suchten. 




(S, Erkl. 44.) Das Produkt (Rechteck) aus 
Summe und Differenz zweier Zahlen (Strecken) 
ist gleich der Differenz ihrer Quadrate. 



Beweis. Kreis X berührt den gegebenen 
Kreis in s nach Erkl. 4 und 22; PQ schneide 
den Kreis X in P, und Qi, die Mitte h von 
PQ ist dann zugleich Mitte von P^Qi nach 
Erkl. 15. Nun ist nach dem Sekantensatz, 
da P, Q, fn, n auf dem Hilfskreis liegen: 

1) fP.fq = fm.fn. 

Nach dem Tangentensatz, weil m, n, s auf 
dem gegebenen Kreis liegen: 

2) fm,fn=z fs^y 

daher: 

3) /"P . /'Q =^ Ts"' 

Da aber P^, Q^, s auf dem Kreis X liegen, 
ist nach dem Tangentensatz: 

4) fF,.fq, = rs\ 

daher ist: 

5) /^P./^Q = /•?!. /Q,. 

oder unter Benützung von Erkl. 44: 

(A + iPQ)(/'Ä-iPQ) = 

(A + iPiQi)(A-iPiQi), 

oder: 

6). . . . /^'~-iTQ'= A'-iPTQil 

Daraus folgt: 

iPQ = iP,Q„ 

d. h. die Punkte Pi, Q^ fallen mit P, Q 
zusammen; der gesuchte Kreis X geht 
durch P und Q. 

Ganz analog ist der Beweis für den Kreis Y. 



Determination. Es gibt im allgemeinen 
zwei Lösungen, da man von f an den 
gegebenen Kreis zwei Tangenten legen kann. 
Die Aufgabe ist unmöglich, wenn P und Q 
nicht beide ausserhalb oder beide innerhalb 
des gegebenen Kreises liegen, denn sonst 
müsste der gesuchte Kreis ebenfalls zum 
Teil ausserhalb, zum Teil innerhalb des ge- 
gebenen Kreises liegen, also diesen schneiden. 

Die Aufgabe wird ferner unmöglich, 
wenn beide gegebenen Punkte auf dem 
Kreise liegen, da sonst der gegebene und der 
gesuchte Kreis drei Punkte (nämlich P, Q 
und den Berührungspunkt) gemeinsam hätten. 

Die Aufgabe wird ausserdem unmöglich. 
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wenn einer der beiden Punkte auf dem 
Kreise, der andere auf der in diesem Punkte 
an den Kreis gezogenen Tangente liegt, denn 
zwei einander berührende Kreise können nur 
einen Pankt, den Berührungspunkt gemein- 
sam haben. 

Die Aufgabe lässt nur eine Lösung zu, 
wenn die beiden Punkte P und Q auf einer 
Tangente des gegebenen Kreises liegen, weil 
dann eine der beiden Tangenten fs oder ft 
mit PQ zusammenfällt. 

Zwei kongruente Lösungen erhält 
man, wenn P und Q auf einem Durchmesser 
des gegebenen Kreises liegen. 

Ohne P'roportionen lässt sich die Auf- 
gabe lösen, wenn einer der beiden Punkte 
auf dem Kreise liegt (siehe Aufgabe 43), 
oder wenn die beiden gegebenen Punkte 
gleichen Abstand vom Mittelpunkt des ge- 
gebenen Kreises haben (siehe Aufgabe 47). 

Anmerkung 15. Die Lösung der vorhergehenden Aufgabe wird sehr häufig dadurch 
erschwert, dass der Hilfspunkt f in grosse Entfernung, also über das Zeichenblatt 
hinausfällt. In diesem Falle muss man die Berührungspunkte s und t direkt 
aufsuchen. 



Aufgabe 84. (Spezieller Fall von 
Aufgabe 83.) Einen Kreis zu zeichnen, 
der durch zwei gegebene Punkte geht 
und einen gegebenen Kreis berührt, wenn 
die Verbindungsstrecke der gegebenen 
Punkte und die gemeinsame Tangente 
im Berührungspunkt einander ausserhalb 
des Zeichenblatts schneiden. 




Konstruktion. Beschreibe drei beliebige 
Hilfskreise, welche durch P und Q gehen 
und den gegebenen Kreis in den Punkte- 
paaren m, n; m^, t^^; m^, tij schneiden. 

Ziehe mn^^ und w^n, die einander in I 
schneiden. 

Ziehe mifi^ und «»jn^, die einander in Zj 
schneiden. 

Ziehe II2, welche den gegebenen Kreis 
in 8 und t schneidet; ziehe Os und Of. 
welche das Mittellot von PQ in X und Y 
schneiden; beschreibe um X mit Xs, um Y 
mit Y^ Kreise, so sind diese die gesuchten. 



1 
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Erkl. 48. Zieht man von einem Punkt in 
einen Kreis mehrere Sekanten und verbindet 
deren Schnittpunkte kreuzweise, so geht die Ver- 
bindungsgerade der Schnittpunkte jener kreuz- 
weisen Verbindungsstrecken durch die Berüh- 
rungspunkte der von dem Punkt an den Kreis 
gezogenen Tangenten (siehe Erkl. HO). 



Der Beweis stützt sich auf einen in Erkl. 48 
ausgesprochenen Satz der neueren Geometrie, 
welcher hier nicht bewiesen werden kann. 
(Siehe Vonderlinn, Lehrb. d. Projektions- 
zeichnens und Frage 22, Antwort d.) 



Aufgabe 85. Einen Kreis zu zeichnen, 
welcher durch einen gegebenen Punkt 
geht und zwei gegebene Geraden berührt. 



Gegeben: P, G, G,. 
Gesucht: Kreis um X. 



Figur 42. 




Figur 43. 




Erkl« 49. Die Konstruktion der mittleren 
Proportionale beruht entweder auf dem in 
Erklärung 43 angeführten Satze oder auf einem 
der folgenden (siehe Kleyer-Sachs, Lehrb. d. 
Planim.): 



Analysis. Ein geometrischer Ort für den 
gesuchten Mittelpunkt X (Fig. 42) ist die 
Halbierungsgerade desjenigen Winkels zwi- 
schen den beiden Geraden G und G^, in 
welchem der gegebene Punkt P liegt (siehe 
Frage 15). 

Nach Erkl. 15 halbiert diese Gerade als 
Durchmesser die zu ihr senkrechte Sehne 
durch P. Daher muss der gesuchte Kreis 
auch durch den zu P für Axe aX symme- 
trischen Punkt P^ gehen und die Aufgabe 
ist daher auf die Aufgabe 82 zurückgeführt. 



Konstruktioii. Halbiere den Winkel am 
Schnittpunkt a von G und G,, in welchem 
Punkt P liegt. Fälle von P auf die Halbie- 
rungsgerade die Senkrechte und verlängere 
dieselbe um sich selbst nach P^ . P P| schnei- 
det die von P entferntere (jerade G in f, 
Suche die mittlere Proportionale (siehe Er- 
klärung 49) zu fP und /"P, und trage die- 
selbe von f aus auf G beiderseits nach s 
und f. Errichte auf G in « und t Lote, 
welche die Halbierungsgerade in X und Y 
schneiden. Beschreibe um X mit X^, um 
Y mit Yt Kreise, diese sind die gesuchten. 



46 I^&B Apollonische Berflhruogsproblem. 

a). In jedem rechtwinkligen Dreieck ist eine 
Kathete mittlere Proportionale zur ganzen Hypo- 
tenuse und der Projektion jener Kathete auf 

die Hypotenuse. Beweis. Die mittiere Proportionale wurde 

b). In jedem rechtwinkligen Dreieck ist die konstruiert durch den Halbkreis über Vf 
HöhemittlereProportionalezudenbeidenHöhen- ^^^d das Lot auf P/* in R, welches denselben 
abschnitten der Hypotenuse. ^^ ^ schneidet. Dann ist Fmf ein recht- 

winkliges Dreieck (siehe Erkl. 50), also nach 
Erklärung 49: 

Erkl. 50. Der Peripheriewinkel des Halb- fin = f^.fPi, 

kreises ist ein Rechter. 

aber: 

fm z= fs = ft, 
also: 

1). Ts" =fP^fPi. 

Schneidet PPj den gesuchten Kreis in Q 
und Qi, so wäre nach dem Tangentensatz: 

2) Ts' =/'Q./'Qi 

aui'ein^efgSÄ^^^^ od-, da nach Erklärung 15 die Mitte . von 
Abschnitt ist gleich dem Quadrate der Tangente ^^^i ^»^ QQ^ zusammenfällt: 
vom äusseren Endpunkte der Sekante an den /^^ , ipp \ (fji ipp ) = 

(/•Ä-fiQQJ(/'Ä-|QQ,), 
(S. Erkl. 44.) Das Produkt aus Summe und oder : 

Differenz zweier Grössen ist gleich der Differenz , , 

ihrer Quadrate. fh^- i PPi = fh^— i QQi', 

woraus folgt, dass: 

iPP,= iQQ„ 

oder dass Kreis X durch P und P^ geht. 
Da er nun nach Konstruktion die Gerade G 
berührt und sein Mittelpunkt auf der Winkel- 
halbierenden zwischen G und G^ liegt, so 
berührt er wegen der Symmetrie der ganzen 
Erkl. 51. Jeder Winkel ist symmetrisch Figur (siehe Erkl. 15 und 51) auch die Ge- 
für seine Halbierungsgerade als Axe. rade G^. 

Jede Strecke ist symmetrisch für ihr Mittel- Ganz analog ist der Beweis für den Kreis 
lot als Axe. 12111 Y. 

Jeder Kreis ist symmetrisch für jeden Durch- 
messer als Axe. 

Zwei Kreise sind symmetrisch für ihre ge- 
meinsame Zentrale als Axe. Determination. Liegt Punkt P auf keiner 

der gegebenen Geraden, so gibt es zwei 
Lösungen der Aufgabe. Keine Lösung 
hat dieselbe, wenn P in den Schnittpunkt a 
beider Geraden fällt, oder wenn die Geraden 
parallel sind und P ausserhalb derselben 
fällt. 

Die Fälle, wo die Geraden parallel sind, 
ferner, wo der gegebene Punkt auf der 
Halbierungsgeraden des Winkels zwischen 
den gegebenen Geraden liegt, oder wo der 
gegebene Punkt auf einer der gegebenen Ge- 
raden selbst liegt, sind schon in den Auf- 
gaben 57, 48, 38, 37 behandelt. 



Die Hauptaufgaben des Berührungsproblems, gelöst durch Proportionen. 
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Aufgabe 86. Einen Kreis zu zeichnen, 
welcher durch einen gegebenen Punkt 
geht, eine gegebene Gerade und einen 
gegebenen Kreis berührt. 



Gegeben: P, G, Kreis um 0. 
Gesucht: Kreis um X. 



Figur 44. 




Erkl. 52. Wenn ein Kreis und eine Gerade 
von einem zweiten Kreise berührt werden, so 
liegen die beiden Berührungspunkte in gerader 
Linie mit einem Endpunkte des auf der Geraden 
senkrechten Durchmessers des ersten Kreises, 
und zwar bei äusserer Berührung mit dem von 
der Geraden entfernteren, bei innerer Berührung 
mit dem näheren Endpunkt. 



Erkl. 53. Ein geometrischer Satz lautet: 
In jedem Kreisviereck ist die Summe zweier 
Gegenwinkel = 180®, und umgekehrt: 

Sind in einem Viereck zwei Gegenwinkel zu- 
sammen 180", so ist ea ein Kreisviereck. 



Analysis I (für äussere Berührung). Kreis 
X berühre den gegebenen Kreis (Fig. 44) 
in t, die gegebene Gerade G in a. Wäre 
a gefunden, so wäre die Senkrechte auf G 
in a ein geometrischer Ort für X. Wäre 
t gefunden, so wäre die Verlängerung von 
0^ ein zweiter geometrischer Ort für X. 
Xat ist ein gleichschenkliges Dreieck (Er- 
klärung 1). Verlängert man at bis zum 
zweiten Schnitt mit Kreis in 6 und zieht 
Oh, so ist 05^ ein gleichschenkliges Dreieck 
(Erkl. 1). Die Winkel bei t in den gleich- 
schenkligen Dreiecken sind einander gleich 
als Scheitelwinkel, daher sind auch die Winkel 
bei a und b einander gleich (Erkl. 29), diese 
sind aber Wechselwinkel, also Oft || Xa oder 
05 -L G (Erkl. 33). Es liegen daher die 
beiden Berührungspunkte und ein Endpunkt 
des zur Geraden senkrechten Durchmessers 
in einer geraden Linie, ein Resultat, das 
auch schon bei Aufgabe 39 erhalten wurde. 
Verbindet man den andern Endpunkt c des 
auf G senkrechten Durchmessers von Kreis 
mit f, so ist ^ 5« c = 900 (siehe Erkl. 50), 
daher ist auch <^c#a = 90°; ist d der Schnitt- 
punkt von hc mit G, so ist <^ cda = 90°, 
weil Od ±. G; daher ist das Viereck adct 
ein Kreisviereck' (siehe Erkl. 53). 

Folglich ist nach dem Sekantensatz: 

1) hc.ld = ht,ha. 

Es sei &P gezogen, welche den gesuchten 
Kreis in q schneidet, so ist ebenfalls nach 
dem Sekantensatz: 

2) bt,ha = bV.bq 

Aus 1) und 2) folgt: 

3) bc.bd = bV.bq 

oder: 



4). 



bV :bc = bdibq 



/c. x^ 11 ^cx r.« TT 1 ^v A^r, c^ Es lässt sich also 6g als vierte Proportio- 

(S. Erkl. 45.) Die ümkehrung des Se- , , . Uekannten Grössen zekihnen 

kantensatzes lautet: ^^^ ^^ ,^^^^ Dekannten Crossen zeicnnen, 

T . r ' A o i 1 1 • ^.. w 1 ^1 oder einfacher : aus 3) ergibt sich, dass die 
Lietren auf ledem Schenkel eines Winkels . -r^i. jt» r- t^«!««^ 
z^ei Punkte so dass die Produkte ihrer Ent- ^.'er Punkte c d T,q auf einer Kreishme 
femnngen Ton der Spitze für jeden Schenkel liegen (siehe Erkl. 45). Damit ist die Auf- 
gleich Bind, Bo liegen die vier Funkte auf einem gäbe zurückgeführt entweder auf Aufgabe 82 
Kreis. oder auf Aufgabe 83. 
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Figur 45. 




Analysis n (fflr innere Berühmng). Nach 
Erklärung 52 liegen die beiden Berührungs- 
punkte a und t des gesuchten Kreises X 
(Fig. 45) mit der gegebenen Geraden und 
dem gegebenen Kreis in einer Linie mit dem 
der Geraden näheren Endpunkt b des Durch- 
messers von Kreis 0, welcher auf G senk- 
recht steht. Denn die gleichschenkligen 
Dreiecke Xa^ und Oht haben den Winkel 
bei t gemeinsam, daher sind die Winkel bei 
a und h einander gleich (Erkl. 29), und da 
diese Winkel korrespondierende sind, so ist 
Ob\\ Xa oder J_ G. Ist wieder, wie vorhin, 
q der andere Schnittpunkt von bV mit dem 
gesuchten Kreis, so ist nach einem plani- 
metrischen Satz (siehe Erkl. 54): 



1). 



bV ,bq = bc ,bd, 



aber <^ctb =90^ (Erkl. 50) =z<fbda, da- 
her ist Viereck actd ein Kreisviereck, folg- 

Erkl.54. Ein planimetrischer Satz (Sehnen- üch nach dem Sehnensatz: 
8 atz) lautet: 

Wenn in einem Funkte innerhalb eines Kreises 2) bcbd = ba.bty 

mehrere Sehnen einander schneiden, so ist das 

Produkt der beiden Abschnitte jeder Sehne, folglich auch: 

vom Schnittpunkt bis an den Kreis gerechnet, 

konstant. 3) bV .bq z= bc.bd. 

Dieses Produkt heisst Potenz des Punktes 

in Bezug auf den Kreis. Es ist gleich dem oder: 

Quadrat der halben kürzesten Sehne, die durch .v i^-ni 1.71, 

den ireirebeiien Punkt ireht. ^) Öif :0C = Od: bq. 



den gegebenen Punkt geht. 

Erkl. 55. Die ümkehrung des Sehnen- 
satzes lautet: 

Ist in einem Viereck das Produkt der Ab- 
schnitte einer Diagonale gleich dem Produkt 
der Abschnitte der anderen Diagonale, so ist 
das Viereck ein Kreisviereck (siehe Kleyer-Sachs, 
Lehrb. d. Planim.). 



Es lässt sich daher bq als vierte Propor- 
tionale zu drei bekannten Strecken kon- 
struieren, oder einfacher: aus 3) folgt, 
dass die vier Punkte c, d, P, q auf einer 
Kreislinie liegen. Dadurch kennt man q und 
hat die Aufgabe auf Nro. 82 oder 83 zu- 
rückgeführt. 



Figur 46. 



x-^ 




Konstpuktion. Ziehe (Fig. 46 und 47) 
den auf G senkrechten Durchmesser bc von 
Kreis 0, welcher G in d schneidet. Lege 
durch c, d, P einen Hilfskreis, welcher 5P 
in q und den gegebenen Kreis zum zweiten- 
mal in m schneidet. Ziehe dm, welche Pg 
in f trifft; lege von f an den gegebenen 
Kreis die Tangenten jfs und ft. Ziehe Os 
und Of, welche das Mittellot von Vq in X 
und Y schneiden. ' Beschreibe um X mit Xs, 
und Y mit Yt Kreise, so sind diese die ge- 
suchten. 

Wenn der Hilfskreis durch cdV mit dem 
gegebenen Kreis einen ungünstigen Schnitt 
macht, so lege (Fig. 46) durch P und g 
einen beliebigen Hilfskreis, der den gege- 
benen in l und n schneidet, so trifft?*» die 
Vq in f. 
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Preisgekrönt in Frankhirt a, M, 1881, 

PROSPEKT. 

Dieiei Werk, welchem kein fthnllches zur Seite steht, erscheint monatlich in 3—4 
Heften m dem billlgren Preise ron 25 ^ pro Heft and bringt eine Sammlang der wichtig!;- 
sten nnd praktischsten Aufgaben ans dem Gesamtgebiete der* Mathematik, Physik, 
Mechanik, math. Geographie, Astronomie, des Maschinen-, Strassen-, Eisenbahn-, 
Brfleken- nnd Hochbaues, des konstrnktiYen Zeichnens etc. etc. and zwar in TollstSndig 
gelöster Form, mit yieien Figuren, Erklärnngen nebst Angabe nnd Entwlekelui^r der 
benutiteii S&tse, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
Jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grossere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da diesellien sieh in ihrer Gesamtheit ergftnzen nnd alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von nngelSsten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Losung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
ttberlassen bleiben, nnd zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutvt 
werden kOnnen. — Die LOsnngen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, InhaltsTeneleh- 
nis, Berlehtiinittgen und erlintemde Erklärungen fiber das betreffende Kapitel zur Ausgaba 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes folgender Schulen: Bealsehnlen I. nnd IL Ord., gleich- 
bereehttgten hOheren Bflrgersehnlen, Privatschulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pnh 
gymnasien, Sehnllehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Bangewerksehnlen, 
Gewerbesehnlen, Handelsschulen, teehn. Yorbereitungsschnlen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildnngsschnlen, Akademien, Universitäten, Land- nnd Forstwissensehaftssehulen, 
MilitSrschnlen, Yorbereltnngs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Eii|}&hri|p-Frel- 
willige- nnd Offlziers-Examen, etc. 

Die Schiller, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen nnd 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Schritt für Schritt gelOste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Losungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren PrQfnngen zu lOsen haben, zugleich aber auch 
die liberans grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Anfgabensammlnng eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — zum AnflOsen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lOsen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lnsty Liebe 
und Terständnis für den Schul-Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenienren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, MilJUrs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Benfs- 
swelgren vorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Terwertungen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entiregengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfssser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M. Fischerfei dstrasse 16, entgegen und wird deren Erledigung 
thnnlichst berücksichtigt 

Stattgart Die Terlagshandlung. 



Die Hauptanfgaben des Berfihnmgsproblems, gelöst durch Proportionen. 



49 



Figur 47. Wenn Punkt f dem gegebenen Kreis sehr 

nahe liegt, so dass die Berührungspunkte s 
und t nicht genau zu finden sind, oder wenn 
Punkt f ausserhalb des Zeichenblatts fällt, so 
verlängere (Fig. 46) gP bis zum Schnitt mit 
G in r und suche mittels des Kathetensatzes 
die mittlere Proportionale zu rP und rg 
(Halbkreis über rq und Senkrechte auf rq 
in P, welche den Halbkreis in i trifft, ri 
ist (üe mittlere Proportionale, siehe Erkl. 
49 und 50) und trage dieselbe auf G von 
r aus beiderseits nach a und a^, so sind 
diese Punkte die Berührungspunkte der ge- 
suchten Kreise mit 6. 

Liefert der Hilfskreis durch c, d, P einen 

ungünstigen Schnitt mit &P, so dass q nicht 

scharf bestimmt wird, so mache (Fig. 47) 

auf he die Strecke ftP^ ;= 6P und auf hV 

(bei äusserer Berührung gegen P hin, bei 

(S. Erkl. 49.) In jedem rechtwinkligen Drei- innerer Berührung entgegengesetzt) hd^=^ 

eck ist eine Kathete mittlere Proportionale zur hd, ziehe Vyd^ und die Parallele dazu durch 

ganzen Hypotenuse und dem anliegenden Höhen- c, welches 6P in ^ trifft, denn dann ist hq 

abschnitt der Hypotenuse.' vierte Proportionale zu 6P„ hc, bd, (siehe 

Müller, Konstruktionsaufgaben H). 




Beweis. Der gesuchte Kreis X berührt 
den gegebenen Kreis in s nach Konstruktion. 
Er schneide Pg in P^ und g^; die Mitte h 
von P^^t fällt mit der Mitte von Pg zu- 
sammen, da X auf dem Mittellot von Vq 
(S. Erkl. 15.) Das Lot vom Mittelpunkt liegt und die Sehne P^ ^i senkrecht auf diesem 
auf eine Sehne halbiert letztere. Mittellot steht. 

Nun ist, nach dem Sekantensatz, ange- 
wendet auf den Hilfskreis durch c, ef, P, q: 

1) fF.fq = fc.fm. 

Nach dem Tangenteusatz, angewendet auf 
den gegebenen Kreis: 

2) fc.fm =. fs^. 

Nach dem Tangentensatz, angewendet auf 
den Kreis X: 

3) f?= fV,.fq,, 

daher ist: 

4) fV.fq = f?,Jq, 

oder: 
(/^Ä+iP?)(/"Ä— |P2) = (A + iPi2i)(A-iPigt) 
oder nach Erklärung 44: 

d. h. \Vq = |P,g, 

oder der Kreis X geht durch P und q. 
Ziehe hs, welche den gesuchten Kreis in 

Cranz, ApoUon. Berührungsproblem. 4 
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a* schneidet, während das Lot von X auf G 

dieselbe in a trifft, so ist nach dem Sekanten- 

(S. £rkl. 43 und 54.) Erkl. 43 und 54 köa- satz in Figur 46 , nach dem Sehnensatz in 

nen zusammen so ausgesprochen werden: Figur 47, angewendet auf den Hilfskreis: 

Gehen mehrere Geraden, welche einen Kreis 5\ })C .hd •=. ha ^hV. 

schneiden, durch einen Punkt, so ist das Pro- ^ 

dukt der beiden Abschnitte vom Punkt bis zu Nach dem gleichen Satz, angewendet auf den 

jedem Schnittpunkt mit dem Kreise für jede Kreis X: 
Gerade konstant, und zwar gleich dem Quadrate 

der Tangente vom Punkte aus, wenn dieser 6) Z>^.5P = 55.5a', 

ausserhalb liegt, oder gleich dem Quadrat der 

halben durch ihn zu ziehenden kürzesten Sehne, ^^^ wegen 5) und 6): 

wenn er innerhalb des Kreises liegt. rj\ bc,bd = hs.ha' 

aber Winkel hsc = 900 (siehe Erkl. 50), 

also: ^ . - 

<^csa = ^cda, 

daher Viereck cdas ein Kreis Viereck (siehe 
Erkl. 54), folglich nach dem Sekanten- bezw. 
Sehnensatz: 

8) hc.hd ^= hs. ha. 

Durch Vergleichung von 7) mit 8) folgt, 
dass 2)a = 5a', d. h. dass der gesuchte Kreis 
durch a geht. Da dieser Punkt Fasspunkt 
des Lots vom Mittelpunkt auf die Gerade 
G ist, so berührt der Kreis die Gerade in a 
(Erkl. 10). 

Analog ist der Beweis für den Kreis Y. 

Die Beweise für die Modifikationen der 
Konstruktion sind teilweise schon angedeutet, 
teilweise folgen sie aus Aufgabe 82 und 83. 

Determination. Bei der in Figur 46 
und 47 gewählten gegenseitigen Lage von 
Punkt, Gerade und Kreis gibt es vier Be- 
rtthrungskreise, zwei, welche den gegebenen 
Kreis von aussen, zwei, welche ihn von innen 
berühren. 

Nun kann aber ein Punkt gegen einen 
Kreis drei verschiedene Lagen einnehmen, 
aussen, auf oder im Kreis liegen. Bei jeder 
dieser Lagen kann die Gerade den Kreis 
entweder nicht schneiden oder berühren oder 
schneiden. Es sind daher neun Hauptfälle 
zu unterscheiden; bei jedem derselben ist 
noch zu berücksichtigen, ob der gegebene 
Punkt auf oder ausserhalb der Geraden liegt, 
und im letzteren Falle, auf welcher Seite 
derselben. 

I. Punkt P liegt ansserhalb des Kreises 0. 

1). Die Gerade schneidet den Kreis 

nicht. 

a). Sie geht zwischen Punkt und 
Kreis hindurch: Keine Lösung, 
denn jeder Kreis, der die Gerade 
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berührt, muss ganz auf einer Seite 
derselben liegen; 

b). sie geht durch den Punkt: zwei 
Lösungen, siehe Aufgabe 39; 

c). Punkt und Kreis liegen auf 

derselben Seite der Geraden: 

vier Lösungen, siehe Fig. 46 u. 47. 

2). Die Gerade berührt den Kreis. 

a). Sie trennt den Punkt vom 
Kreis: keine Lösung; 

b). der Punkt liegt auf ihr: ein 
äusserer Berührungskreis (siehe 
Determination von Aufgabe 39); 

c). Punkt und Kreis liegen auf 
derselben Seite der Geraden: 
zwei äussere und ein umschliesend 
berührender Kreis, letzterer geht 
durch den Berührungspunkt der 
Geraden mit dem Kreis. Der zweite 
Kreis von Figur 47 artet in die 
Gerade selbst aus. 
8). Die Gerade schneidet den Kreis. 

a). Die Gerade geht nicht durch 
den Punkt: zwei äussere Berüh- 
rungskreise auf derselben Geraden; 

b). die Gerade geht durch den 
Punkt: zwei äussere Berührungs- 
kreise auf verschiedenen Seiten der 
Geraden (Aufg. 39). 

n. Der Punkt liegt auf dem Kreis. 

Diese Fälle sind in Aufgabe 41 behandelt. 

m. Der Punkt liegt im Kreis. 

1). Die Gerade schneidet den Kreis 
nicht: keine Lösung. 

2). Die Gerade berührt den Kreis: 
eine Lösung (Aufg. 43). 

3). Die Gerade schneidet den Kreis: 
zwei innere Berührungskreise auf der- 
selben Seite der Geraden. 

Geht in diesem Falle die Gerade 
auch noch durch den gegebenen Punkt, 
so liegen die beiden Berührungskreise 
auf verschiedenen Seiten der Geraden 
(Aufg. 39). 

IV. Liegt in den Fällen I, 1) und I, 3) 
der Punkt auf einer zur Geraden pa- 
rallelen Tangente des gegebenen Kreises, 
so artet einer der möglichen Berührungs- 
kreise in eine Gerade, nämlich eben jene 
Tangente aus, so dass die Zahl der mög- 
lichen Lösungen um eine vermindert wird. 

V. Liegt der gegebene Punkt auf 
dem zur gegebenen Geraden senkrech- 
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ten Durchmesser des gegebenen Kreises, 
so liegen die möglichen Berflhnmgskreise 
symmetrisch zu diesem Durchmesser. Die 
oben angegebene Konstruktion wird aber 
hinfällig, weil sich durch die in gerader 
Linie liegenden Punkte d, P, c kein Kreis 
legen, also der Punkt q nicht auf die an- 
gegebene Art bestimmen lässt. Man muss in 
diesem Falle nach Gleichung 4 der Analysis 
die Strecke &g als vierte Proportionale zu 
cP, bc^ bd suchen (siehe Müller, Konstmk- 
tionsaufgaben) und von b aus auf dem Durch- 
messer abtragen. Die weitere Konstruktion 
erfolgt dann wie oben. 



Aufgabe 87. Einen Kreis zu zeichnen, 
welcher durch einen gegebenen Punkt 
geht und zwei gegebene Kreise berührt. 



Gegeben: P, Kreis um 0, Kreis um Q. 
Gesucht: Kreis um X. 



Figur 48. 
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Analysis. L Fall. Der gesuchte Kreis 
bertlhre die beiden gegebenen gleich- 
artig, n&mlich entweder beide von aussen 
(Fig. 48) oder beide umschliessend (Fig. 49) 
oder beide von innen (Fig. 50) und zwar 
Kreis in a, Kreis Q in b. 

Man ziehe die Zentralen OX und QX und 
die Berührungssehne ab. Diese schneide 
verlängert zum zweitenmale den grösseren 
Kreis in &i, den Kreis Q in Oi, die ver- 
längerte Zentrale OQ in A, ziehe Obi und 
Qoi, so sind die drei Dreiecke Xa&, Oabi, 
Q&ai gleichschenklig und ihre Winkel bei 
a und b einander gleich (siehe Erkl. 29), 
daher ist Qa^ || Oa und Obi || Q2> (siehe Er- 
klärung 33); also sind die Dreiecke AOa 
und AQai ähnlich, ebenso die Dreiecke AO&i 
und AQ&. Folglich verhalten sich OA und 
QA wie die Hialbmesser Oa und Qa^ der 
beiden Kreise; Punkt A teilt somit die Zen- 
trale aussen auf der Seite des kleineren 
Kreises im Verhältnis der Halbmesser und 
ist daher ein fester Punkt der Zentrale. Man 
nennt diesen Punkt den äusseren Aehn- 
lichkeitspunkt beider Kreise. Man erhält 
ihn, wenn man die Endpunkte gleich ge- 
richteter Halbmesser in beiden Kreisen ver- 
bindet, oder auch als Schnittpunkt einer 
gemeinsamen Tangente, falls eine solche 
möglich ist, mit der Zentrale, da ja die zu- 
gehörigen Halbmesser dieser Tangente eben- 
falls parallel sind. 

Es seien nun c und Ci die dem äusseren 
Aehnlichkeitspnnkte zugewendeten, d und di 
die von ihm entfernteren Punkte der Kreise 
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Figur 49. 




und Q auf der gemeinsamen Zentrale, 
und es seien ad und aidi, cbi und Cib ge- 
zogen, so ist nach Erklärung 56: 




SrU. 56. Wenn die Seiten zweier Dreiecke 
einzeln parallel sind, so sind die Dreiecke 
ähnlich. 

Erkl. 57. Die Verbindungsgerade irgend 
zweier gleichgerichteter Halbmesser in zwei 
Kreisen schneidet die gemeinschaftliche Zentrale 
in einem festen Punkte, dem äusseren Aehn- 



und 






daher: 

1). .. . Aa:Aai=Ac:ACi = r:ri=Ai:Ae7i 

und 

2). . . . Abi:Ah=Ad:Adi=^r:ri=kc:Aci, 

Wegen des Sekantensatzes ist aber: 
3). . . . A a . Abi = Ac . Ad 
und 
4). . . . Aat.'A& = ACl,Ad^^ 

Durch Division von 1) in 3) und von 2) 
in 4) erhält man: 

5). . . . Aai. A&i = Ac.Adi= Ad.Aci 

6). . . . Aa . Ab = Ac . Adt = Ad . Aci. 

Nach der Umkehrung des Sekantensatzes 
folgt also, dass die Vierecke a 2» ^^c, abc^d^ 
a^Cidb^, OidiCbi Ereisvierecke sind. Nach 
dem Sekantensatz ist aber, wenn AP ge- 
zogen wird, welche den gesuchten Kreis zum 
z weitenmale in q schneidet: 

7). . . . Aa.A& = AP. Ag. 

Daraus folgt in Verbindung mit 5) und 6) : 

8). . . . Ac.Ad^ = ACi,Ad = AP. Ag. 

Nach der Umkehrung des Sekantensatzes 
liegen also die Punkte P, q, d^, c; ebenso 
I*» Ö't c^, ef je auf einem Kreise, oder Aq 
lässt sich als vierte Proportionale zu AP, 
Ac, A d^ oder zu AP, Ac^, Ad konstruieren. 
Damit ist der Punkt q bekannt, also ist die 
Aufgabe auf Nr. 83 zurückgeführt. 
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lichkeitspunkt, welcher die Zentrale aussen 
im Verhältnis der Halbmesser teilt. Irgend 
eine durch den äusseren Aehnlichkeitspunkt 
gehende Gerade heisst äusserer Aehnlich- 
keitsstrahl. 

Die Schnittpunkte eines Aehnlichkeitsstrahls 
mit gleich gerichteten Halbmessern heissen ho- 
mologe Pcmkte. Die Verbindungsgeraden oder 
Yerbindungsstrecken homologer Punkte heissen 
homologe Geraden oder homologe 
Strecken. 

Homologe Strecken yerhalten sich 
wie die Halbmesser. 

Die Abstände homologer Punkte vom 
Aehnlichkeitspunkt verhalten sich wie 
die Halbmesser. 

Erkl. 58. Wenn ein Kreis zwei andere 
gleichartig berührt, so ist die Berüh- 
rungssehne äusserer Aehnlichkeits- 
strahl der gegebenen Kreise. 

Erkl. 59. Das Produkt der Abschnitte 
eines äusseren Aehnlichkeitsstrahls 
vom Aehnlichkeitspunkt bis zu zwei nicht homo- 
logen Schnittpunkten mit den Kreisen ist kon- 
stant und zwar gleich dem Produkt der Ent- 
fernungen zweier nicht homologer Kreispunkte 
auf der Zentrale vom Aehnliclüceitspunkt. 



Figur 51. 




II. Fall. Der gesuchte Kreis be- 
rühre die beiden gegebenen ungleich- 
artig, nämlich (Fig. 51) Kreis von aussen 
in a, Kreis Q umschliessend in &, oder 
(Fig. 52) Kreis von innen in a, Kreis Q 
von aussen in b. 

Wie bei der Analysis von Fall I ver- 
längere man die Berührungssehne bis zum 
Schnitt mit Kreis in &i, mit Kreis Q in a^, 
mit der Zentrale OQ in A, so sind die drei 
gleichschenkligen Dreiecke Xa&, Oabi, Qba^ 
ähnlich, da sie einen Winkel gemeinsam 
haben und auf derselben Grundlinie stehen. 
Daher sind Oa \\ Qa^ und Qb \\ Obt; die 
Dreiecke AOa und AQa^ einerseits und 
AO&t und AQ& andererseits sind daher ein- 
ander ähnlich, somit verhalten sich die 
Strecken AO und AQ wie die Halbmesser; 
der Punkt A teilt die Zentrale innen in 
diesem Verhältnis und ist somit ein fester 
Punkt der Zentrale, unabhängig von der 
Lage des Berührungskreises. Man nennt 
ihn den inneren Aehnlichkeitspunkt 
beider Kreise und erhält ihn, indem man 
(siehe Figur 52) zwei entgegengesetzt ge- 
richtete Halbmesser, Om und Qm^, zieht 
und ihre Endpunkte verbindet, oder indem 
man eine innere gemeinschaftliche Tangente 
an beide Kreise zieht, wenn dies (siehe Fig. 51) 
möglich ist. 

Es seien nun c und c^ die dem inneren 
Aehnlichkeitspunkt nächsten, d und d, die 
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Figur 52. 
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Erkl. 60. Die Vefbindungsgerade der End- 
punkte entgegengesetzt gerichteter Halbmesser 
zweier Kreise geht dnrch einen festen Punkt 
der Zentrale, aen inneren Aehnlichkeits- 
punkt, welcher den Abstand beider Mittel- 
punkte im Verhältnis der Halbmesser teilt. Jede 
dnrch den inneren Aehnlichkeitspunkt gehende 
Gerade heisst innerer Aehnlichkeitsstrahl. 
Die Schnittpunkte eines inneren Aehnlichkeits- 
strahls mit entgegengesetzt gerichteten Halb- 
messern heissen homologe Punkte des in- 
neren Aehnlichkeitspunkts. Die Yerbindungs- 
geraden und Verbind ungsstr ecken homologer 
Punkte heissen homologe Geraden und ho- 
mologe Strecken. 

HomologeStrecken verhalten sich wie 
die Halbmesser. 

Die Abstände homologer Punkte vom 
Aehnlichkeitspunkt verhalten sich wie 
die Halbmesser. 



Erkl. 61. Wenn ein Kreis zwei andere 
Kreise ungleichartig berührt, so ist die 
Verbindungssehne innerer Aehnlich- 
keitsstrahl der beiden letzten Kreise. 



von ihm entferntesten Punkte der Kreise 
und Q, so sind die Dreiecke: 

kad ^ Aa^di 

Ab^c ^ AftCi, 

denn die Dreiecke Oad und Qai(?i einer- 
seits, ObiC und Q6ci anderseits sind ähnlich 
nach Erkl. 56, also adWüid^^ und bic\\hc. 

Es ist somit: 

1). . . . Aa:Aai = r:ri==Ac:Aci=Ae?:A(^i 

2). . . . Abi:Ac=:r:ri=rAc:ACi=zAd:Adi, 

Wegen des Sehnen- und des Sekanten- 
satzes ist aber: 

3). . . . Aa . A ^t = Ac, Ad 

4). . . . Afli . Ab = Aci ,Adi. 

Durch Division von 1) in 3) und von 2) 
m 3) erhält man: 

5). . . . Aa^. A6i = Ac ,Adi = Aci . Ad 

6). . . . Aa . A6 = Ac . Adj = Aci ,Ad. 

Daraus folgt mit Rücksicht auf die Um- 
kehrung des Sekanten- und des Tangenten- 
satzes, dass die Vierecke abcdi, abc^d^ 
a^bicdi, üib^Cid Kreisvierecke sind. 

Nun ist aber wegen des Sekanten- bezw. 
Sehnensatzes: 

7) . . . Aa.A& = AP.Ag, 

wo q der zweite Schnittpunkt von AP mit 
dem gesuchten Kreis ist; daher ist: 

8). . . . AP. Ag =^ Ac.Adi = ACi .Ad. 

Es lässt sich also der Punkt q finden, da 
Aq vierte Proportionale zu drei bekannten 
Strecken ist, oder q liegt auf einem durch 
P, c, d^ oder durch P, Cj, e? gehenden Kreise. 
Damit ist die Aufgabe auf Nro. 83 zurück- 
geführt. 



Brkl. 62. Das Produkt der Abschnitte 
eines inneren Aehnlichkeitsstrahls vom 
inneren Aehnlichkeitspunkte an bis zu zwei nicht 
homologen Schnittpunkten ist für jeden Aehn- 
lichkeitsstrahl konstant und zwar gleich dem 
Produkt der Abschnitte auf der Zentrale bis 
zu zwei nicht homologen Kreispunkten. 
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*) Die Figuren 53 und 54 beziehen sich auf Konstruktion. Ziehe'*') die gemeinschaft- 
die Analysis I, die Figuren 55 und 56 auf liehe Zentrale OQ, bestimme anf ihr ent- 
Analysis II; die zu den beiden letzten Figuren weder durch eine gemeinschaftliche äussere 
gehörigen Aenderungen des Textes sind ein- (innere) Tangente oder (Fig. 56) durch 
geklammert. Verbindung der Endpunkte u und u^ zweier 

Figur 58. gleich (entgegengesetzt) gerichteter Halb- 

messer den äusseren (inneren) Aehnlichkeits- 
punkt A. Verbinde denselben mit P. 




Figur 54. 
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Figur 55. 




Beschreibe durch zwei nicht homologe 
Kreispunkte der Zentrale, c und d^ in Fi- 
gur 53, 54, 55, c^ und d in Fig. 56, sowie 
durch P einen Hilfskreis, welcher AP in g, 
Kreis in Z, Kreis Q in tn schneidet. 
Ziehe cZ (in Fig. 56 dl), welche AP in / 
trifft. Ziehe von f an Kreis die Tan- 
genten fa und fa*. V7enn der Schnittpunkt l 
nicht scharf genug ist, wie z. B. in Fig. 54 
und 55, so ziehe d^m^ welche AP in ^ 
trifft und lege von g an Kreis Q die Tan- 
genten gh und gh* (siehe Fig. 53, 54, 55). 

Ziehe Oa und Oa' bezw. Q6 und Q&', 
welche das Mittellot von Pg in X bezw. Y 
schneiden. Wenn q nicht scharf bestimmt ist, 
so ziehe noch ka und Aa', welche Kreis Q 
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in b und h' schneiden. Ziehe Qb und Qb', 
welche Oa und Oa' iu X und T treffen. 
Beschreibe um X und T Kreise mit Xa 
und Ta^ so entsprechen diese der Aufgabe. 
(Wenn Punkt g benutzt wurde, so sind Q& 
und Q6', femer Ab und Ab* zu ziehen, 
welche Kreis in a und a' schneiden, so 
werden Q6 und Q6' von Oa undOa' in X 
und T geschnitten. 



Beweis. Kreis X (Figur 53) berührt 
Kreis in a nach Konstruktion (siehe 
Erkl. 4). 

Nach Konstruktion liegen a, &, A in ge- 
rader Linie, und A ist Aehnlichkeitspunkt, 
^kL 63. Die ümkehrung von Erkl. 58 und folglich ist, wenn bt der zweite Schnittpunkt 
61 lautet: ^on ab mit Kreis ist: 

Die Halbmesser nach zwei nicht homologen q^ ii q^ 

Schnittpunkten eines Aehnlichkeitsstrahls mit t II Vf > 

beiden Kreisen schneiden einander im Mittel- daher: 

pnnkt eines dritten Kreises, welcher die beiden -^O^ia — -^.ahX. 

ersten in jenen Punkten berührt. 

als Wechsel Winkel bei durchschnittenen Pa- 
rallelen ; 

<^0b,a = ^0ab^ (Erkl. 29), 

<^Oa&i =^Xab (Scheitelwinkel), 

daher: 

<^abX = <^Xaby 
folglich: 

Xa = Xb (Erkl. 32). 

Folglich berührt der Kreis X den Kreis 
in a, den Kreis Q in & (Erkl. 4). 

Nun ist aber nach dem Sekantensatz, an* 
gewendet auf den Hilfskreis: 

1) fV.fqz=zfc.fl. 

Nach dem Tangentensatz, angewendet auf 
Kreis 0, ist: 



2) 

folglich ist: 

3) 



fc.fl = fa\ 



-2 



fP.fq = fa. 






58 ^&s Apollonische Berühr ungsproblem. 

Ein durch V, q, a gelegter Kreis muss 
daher fa in a berühren (siehe Erkl. 47). 
(S. Erkl. 45 und 47.) Erkl. 45 und 47 lassen Ferner ist nach dem Sekantensatz , an- 
sich in folgender Weise zusammenfassen: gewendet auf den Hilfskreis: 

Liegen auf jeder von zwei sich schneidenden 4^ AV , Aq = Ac , Ad 

Geraden zwei Punkte so, dass das Produkt aus ' •"•^i 

den Abschnitten vom Schnittpunkt bis zu ihnen und nach Erklärung 59 : 

für jede Gerade gleich ist, so geht ein Kreis kx A/.A/7 A/.a7> 

durch die vier Punkte. Fallen auf einer der ^^ ac . Aa, — a«. ao, 

Geraden die beiden Punkte in einen zusammen, ^2klieT ist* 

so berührt der Kreis die betreffende Gerade in 

diesem doppelten Punkt. 6) AP. Ag = Aa. Aö. 

Folglich geht nach Erklärung 45 der durch 
P, q, a gelegte Kreis, welcher Kreis in a 
berührt, auch durch h. 

Da es aber (siehe Aufgabe 43) nur einen 
einzigen Kreis gibt, welcher Kreis in a 
berührt und durch Punkt h geht, so fällt 
der letztere Kreis mit demjenigen zusammen, 
welcher Kreis in a und Kreis Q in 6 
berührt. 

Der Beweis für Kreis Y in Figur 53, so- 
wie für die Berührungskreise der anderen 
Figuren ist ganz analog. 

Anmerkung 16. Eine Genauigkeitsprobe ist, dass das Mittellot von Vq oder, was das- 
selbe ist, das Lot vom Mittelpunkt des Hilfskreises auf AP, durch X und T gehen muss. 
Wenn Punkt f oder g zu entfernt liegt, so ist nach Aufgabe 84 zu verfahren. 

Anmerknng 17. Wenn Punkt P auf der gemeinsamen Zentrale OQ liegt, so lässt sich 
der Hilfskreis nicht konstruieren, da sich durch drei in gerader Linie liegende 
Punkte kein Kreis legen lässt. Man muss in diesem Falle aus der Gleichung: 

AP. Ag' = Ac. Arfj 
oder der Proportion: 

AP : Ac = AJ^ :Aq 

die Grösse von Aq bestimmen (siehe Müller, Konstruktionsaufgaben). Die Richtung 
nach welcher Aq von A aus abzutragen ist, ergibt sich daraus, dass q immer im 
gleichen Räume wie P liegen muss. 

Liegt P auf derselben Seite von A, wie die Strecke cd^, so muss auch q auf 
derselben Seite liegen. Liegt P auf der anderen Seite von A als die Strecke ci^, 
so liegt q auf der Seite von P. 

Liegt A zwischen c und di, so liegt p auf der anderen Seite von A als P. 

Determination. Die höchste Zahl der 
möglichen Berührongskreise ist vier, denn 
jeder Aehnlichkeitspunkt kann zwei Lösungen 
liefern. 

Je nach der Lage von Kreis und Kreis Q 
gegen einander und gegen Punkt P wechselt 
die Zahl der Berührungskreise. 

L Beide Kreise liegen auseinander. 

1). Punkt P ausserhalb beider Kreise: 
zwei gleichartig (von aussen und um- 
schliessend) und zwei ungleichartig 
(den einen Kreis aus-, den anderen 
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umscbliessend) berührende Lösungen, 

zusammen also vier. 
2). Punkt P auf einem der beiden Kreise: 

zwei Lösungen (siehe Aufgabe 40). 
3). Punkt P in einem der beiden Kreise: 

Keine Lösung. 

IL Die Kreise berühren einander 
von aussen. 

1). Punkt P ausserhalb beider Kreise: 
drei Berührungskreise, ein äusserer, 
ein umschliessender und ein durch den 
gemeinsamen Punkt gehender, welcher 
den einen beider Kreise umschliesst. 

2). Punkt P auf einem der beiden Kreise: 
Eine Lösung (siehe Aufgabe 40). 

3). Punkt P innerhalb eines der beiden 
Kreise: Ein Berührungskreis, der 
durch den gemeinsamen Berührungs- 
punkt geht. 

4). Punkt P fällt in den gemeinsamen 
Berührungspunkt: Unzählig viele 
Berührungskreise. 

in. Beide Kreise schneiden einander. 

1). Punkt P ausserhalb beider Kreise: 
zwei Kreise, ein von aussen, und 
ein umschliessend berührender. 

2). Punkt P auf einem der Kreise: zwei 
Lösungen (siehe Aufgabe 40). 

3). Punkt P innerhalb des einen, aber 
ausserhalb des anderen Kreises: zwei 
Kreise, welche den einen von innen, 
den anderen von aussen berühren. 

4). Punkt P innerhalb beider Kreise: 
zwei gleichartig, von innen, berüh- 
rende Kreise. 

IV. Beide Kreise berühren einander 
von innen. 

1). Punkt P ausserhalb des grösseren 
Kreises: Ein Berührungskreis, wel- 
cher durch den gemeinsamen Berüh- 
rungspunkt geht (siehe Aufgabe 43). 

2). Punkt P auf einem der beiden Kreise: 
ein ungleichartiger Berührungskreis 
(siehe Aufgabe 40). 

3). Punkt P innerhalb des grösseren, 
ausserhalb des kleineren Kreises: 
drei ungleichartige Berührungkreise, 
von denen einer durch den gemein- 
samen Berührungspunkt geht. 

4). Punkt P innerhalb des kleineren 
Kreises: ein Berührungskreis durch 
den gemeinsamen Berührungspunkt. 

5). Punkt P fällt in den gemeinsamen 
Berührungspunkt : un zählige Lö- 
sungen durch den gemeinsamen Be- 
rührungspunkt gehend. 
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V. Der kleinere Kreis liegt im grös- 
seren. 

1). Punkt P ausserhalb des grösseren 
Kreises: Keine Lösung. 

2). Punkt P auf einem der beiden Kreise: 
zwei Berflhrungskreise, ein gleich- 
artig und ein ungleichartig berühren- 
der (siehe Aufgabe 46). 

3). Punkt P innerhalb des grösseren, 
ausserhalb des kleineren Kreises: 
vier Berahrungskreise, davon zwei 
den grossen Kreis von innen, den 
kleinen von aussen berührend, wäh- 
rend die beiden anderen den grossen 
Kreis von innen, den kleinen um- 
schliessend berühren. 

4). Punkt P innerhalb des kleineren 
Kreises: Keine Lösung. 

Liegt Punkt P auf einer gemein- 
samen Tangente, so wird dadurch die 
Zahl der sonst möglieben Berührungskreise 
um einen vermindert, welcher in die gemein- 
same Tangente ausartet. 



Aufgabe 88. Einen Kreis zu zeichnen, 
welcher durch einen gegebenen Punkt 
geht und zwei gegebene gleiche Kreise 
gleichartig berührt, 

(Spezieller Fall von Aufgabe 87.) 

Figur 57. 



Gegeben: P, Kreis um 0, Kreis um Q. 
Voraussetzung: r = r^. 
Gesucht: Kreis um X, 



Analysis. Wenn die beiden Kreise 
und Q gleichen Halbmesser r haben (Fig. 57 
und 58), so fällt ihr äusserer Aehnlichkeits- 
punkt ins Unendliche und die in Aufgabe 88 
^ gelehrte Konstruktion wird hinfällig, während 
sie für ungleichartige Berührung, wo der 
innere Aehnlichkeitspunkt benützt wird, wört- 
lich gleich bleibt 

In beiden Figuren istXO = XQ = r + ß 
oder r — p oder ^ — r, daher ist X Q 
gleichschenklig, somit ist das Mittellot von 
OQ ein geometrischer Ort für X (siehe 
Erkl. 19). Daher muss Punkt X auch 
durch den zu P für dieses Mittellot als 
Achse symmetrischen Punkt q gehen (siehe 

/a v^^r^ iq> r\.. tut-** n * j n ^i- • ^rkl. 15 und Aufgabe 85) und man hat 

(S. Erkl 19.) Das Mittellot der Grundlinie ^^1,^^ ^^ Aufgabe: einen Kreis durch P 
eines gleichschenkhjren Dreiecks areht durch die , , * i u • ^a^*o ^xuivu 

Spitzef « ü*- o Ko i* « "*c ^^^ ^ ^ legen, welcher emen der gegebenen 

Kreise berührt (siehe Aufgabe 83). 

Die Aufgabe lässt aber auch eine andere 
Lösung zu: 

In Figur 57 ist XO = XQ = r-fp, 

YO = YQ = e -r, in Figur 58 ist XO = 

XQ=: r — Q und überall XV = q. 
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Figur 58. 




/ 



Denkt man sich also um X bezw. Y einen 
durch (und Q) gehenden Kreis beschrie- 
ben, welcher XP in 5, YP in f schneidet, 
so ist Ts =zVt = r und ein um P mit r 
beschriebener Kreis berührt den Hilfskreis 
in 8 und t. Man hat daher nach Aufgabe 8B 
einen Kreis durch und Q zu legen, wel- 
cher den Kreis um P mit r berührt, so 
gibt der Berührungspunkt, mit P verbunden, 
den zweiten geometrischen Ort für den ge- 
suchten Mittelpunkt. 

Eonstraktion. Beschreibe (Figur 57 
und 58) um P einen Hilfskreis mit dem 
Halbmesser der Kreise und Q, lege durch 
und Q einen beliebigen Kreis, welcher 
diesen Hilfskreis in l und m schneidet, 
ziehe Im, welche OQ in f trifft, lege von f 
an den Hilfskreis die Tangenten fa und ft, 
ziehe sV und fP, welche das Mittellot von 
OQ in X bezw. Y schneiden, beschreibe 
um X und Y mit XP bezw. YP Kreise, so 
sind diese die gesuchten. 



Beweis. Man denke sich um X bezw. Y 
mit Halbmesser XO bezw. YO einen Kreis 
beschrieben, so geht derselbe auch durch Q, 
da sein Mittelpunkt auf dem Mittellot von 
OQ liegt, und berührt den Hilfskreis in s 
(S. £rkl. 43.) Das Quadrat der Tangente bezw. ^, denn es ist nach dem Tangentensatz : 
ist gleich dem Produkt einer vom Endpunkt /»n ^n ri /■**. Tl^ 77' /i?«iri atx 



der Tangente ausgehenden Sekante und ihres 
äusseren Abschnitts. 



Es ist somit Xs = XO und Yf = YO, 
aber nach Konstruktion istVs = Vt =^ Oa 
= &. Daher ergibt sich in Figur 57 durch 
Subtraktion XP = Xa, in Figur 58 durch 
Subtraktion YP = Y6 und XP = Xa, in 
Figur 57 durch Addition YP = Y6, d. h. 
der Kreis um X mit XP bezw. um Y mit 
YP berührt den Kreis in a bezw. 6, also 
auch den Kreis Q in a' bezw. h'. 



Aufgabe 89. Einen Kreis zu zeichnen, 
der zwei einander berührende Kreise be- 
rührt und durch einen gegebenen Punkt 
geht. 

(Spezieller Fall von Aufgabe 87.) 



Gegeben: P, Kreis um 0, Kreis um Q. 
Voraussetzung: OQ = r±r^. 
Gesucht: Kreis um X. 



Analysifi. Nach der Determination von 
Aufgabe 87, Fall II, 1 und IV, 3 gibt es 
in (üesem Falle drei Berührungskreise, von 
denen einer die beiden gegebenen im ge- 
meinsamen Berührungspunkte c (Fig. 59 
und 60) berührt. Dieser Kreis kann nach 
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Figur 59. 
A 




Figur 60. 




Aufgabe 40 ohne Hilfe yod Proportionen 
gezeichnet werden. Es handelt sich nar um 
die beiden anderen. Die Punkte c und d^ 
fallen hier in einen einzigen, den Berührungs- 
punkt c, zusammen, folgb'ch kennt man von 
dem Hilfskreis durch c, d, P, welcher den 
Punkt q liefert, nur zwei Punkte. 

Die Gleichung: 

AP: Aq = Ac. Ae?^ 
bekommt hier die Form: 



1). 



AP . Ag = Ac\ 



woraus sich ergibt, dass der Hilfskreis im 
vorliegenden Fall die Zentrale in c bertlhren 
muss. Man hat also durch P einen Kreis 
zu legen, welcher Ac in c berührt (siehe 
Aufgabe 42). Im übrigen geht dann Kon- 
struktion und Beweis nach Aufgabe 87 
weiter. 

In Figur 60 liegt P so, dass der Hilfs- 
kreis einen sehr grossen Halbmesser be- 
kommen würde. 

Man hat deshalb durch A die Senkrechte 
zu Ac gezogen, auf ihr Ae = AP gemacht, 
ce gezogen und auf ihr in c die Senk- 
rechte errichtet. Diese schneidet Ae in g. 
Trägt man auf AP von A aus die Strecke 
Ag ab, so erhält man Punkt q. Denn nach 
dem Höhensatz des rechtwinkligen Dreiecks 
(siehe Erkl. 49) ist: 

Ac^ = Ae,Ag= AP . Aq. 



Eonstrnktion und Beweis analog mit 
Aufgabe 87. 



\r 



Aufgabe 90. Zwischen zwei konzen- 
trische Kreise einen Berührungskreis zu Gegeben: P, zwei Kreise um 0. 
legen welcher durch einen zwischen den Gesucht: Kreis um X, 
gegebenen Kreisen hegenden Punkt geht, 

(Spezieller Fall von Aufgabe 87.) AnalyBiß. Kreis X (Fig. 61) berühre 

den inneren Kreis von innen in a, den klei- 
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neren von aussen in b, Kreis Y berühre 
den grösseren von innen in a^ den kleineren 
umschliessend in &p so fallen die Halbmesser 
nach den Berührungspunkten in eine gerade 
Linie, es liegen also a, X, b, einerseits, 
ap Y, 0, &^ anderseits in einer Geraden. 
Daher ist der Halbmesser von X = ^ab 
= ^ (r — rj, der Halbmesser von Y = ^a^b^^ 

Eonfitmktion. Ziehe einen Durchmesser 
des grossen Kreises, derselbe schneidet den- 
selben in c, der dem Punkte c nähere Punkt 
des kleineren Kreises sei d, der entferntere d^. 

Halbiere cd in e, cd^ in 6^, beschreibe 
um mit dem Halbmesser Oe und um P 
mit dem Halbmesser ce Kreise, die einander 
in X und X^ schneiden. 

Beschreibe um mit Oe^ und um P 
mit cCj Kreise, die einander in Y und Y' 
schneiden. 

Beschreibe um X und X', um Y und Y' 

Kreise, welche durch P gehen, so sind diese 
die gesuchten. 

Beweis. Folgt aus der Analysis (siehe 
auch Frage 6, Frage 8, Aufgabe 3). 

Anmerkung 18. Diese Aufgabe gehört eigentlich in den I. Abschnitt, ist aber hier 
der Vollständigkeit wegen mit aufgeführt. 




Aufgabe 91. Einen Kreis zu zeichnen, 
der zwei gegebene Geraden und einen 
gegebenen Kreis berührt. 

Figur 62. 



Gegeben: G, H, Kreis um 0. 
Gesucht: Kreis um X. 




Analysis. Nach Frage 15 besteht ein 
geometrischer Ort für den Mittelpunkt X des 
gesuchten Kreises aus den beiden Winkel- 
halbierenden der von den gegebenen Ge- 
raden gebildeten Winkel. 

Angenommen, der Kreis X sei gefunden, 
er berühre Gerade G in a, Gerade H in b, 
Kreis in c, und zwar in Figur 62 von 
aussen, in Figur 63 umschliessend, in Figur 64 
von innen. Man denke sich um X einen 
zweiten Kreis gezeichnet, welcher durch 
geht und die in Figur 62 verlängerten, in 
Figur 63 verkürzten, in Figur 64 über X 
rückwärts verlängerten Halbmesser Xa und 
Xb in »i bezw. 6^ schneidet, so ist in allen 
drei Figuren: 

Xa,= Xb, = XO 

Xa = Xb = Xc. 
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Figur 63. 




Daraus folgt in Figur 62 und 63 durch 
Subtraktion, in Figur 64 durch Addition: 

aai = hb^ = Oc. 
Figur 64, 




Der konzentrische Kreis um X berührt 
daher in a^ bezw. &^ ParaDelen, welche zu G 
bezw. H im Abstände Oc gezogen sind. 
Man hat daher die Aufgabe zurückgefllhrt 
auf die Aufgabe 85: den Mittelpunkt eines 
Kreises zu zeichnen, welcher zwei gegebene 
Geraden (die Parallelen) berflhrt und durch 
einen gegebenen Punkt (den Mittelpunkt 
des gegebenen Kreises) geht 

Der konzentrische Kreis um X braucht 
dabei nicht selbst gezogen zu werden; da 
man femer einen geometrischen Ort für X 
schon hat, so ist es nicht nötig zu G und H, 
sondern nur zu einer der beiden Geraden 
die Parallele zu zeichnen. 



Figur 65. 




Konfitruktion. I. Fall. Der gegebene 
Kreis liege innerhalb eines der von G 
und H gebildeten Winkel. 

Halbiere denjenigen Winkel zwischen G 
und H, in welchem Kreis liegt. 

Ziehe zu G im Abstand gleich dem Halb- 
messer des gegebenen Kreises die Parallelen 
G^ und Gj (G^ jenseits, G, diesseits 0). 

Ziehe durch die Senkrechte zur Hal- 
bierungsgeraden, welche die letztere in a, 
die Paridiele G^ in &, die Parallele G^ iac 
trifft. Mache auf dieser Senkrechten a g = a 0. 

Suche die mittlere Proportionale za bO 
und hq und trage dieselbe auf G^ von h 
aus beiderseits bis r und fp errichte auf G^ 
in r und r^ Lote, welche die Halbierungs- 
gerade in X und X^ die Gerade in 8 und 5^ 
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Preisgekrönt in Franktart a, M, 1881. 

PROSPEKT. 

Dieiei Werk, welchem Iceln Ähnliches smr Seite steht, erscheint monatlich In 3 — 4 
Heften m dem billigren Preise tod 25 ^ pro Heft nnd bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten nnd praktischsten Aufgaben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik , Physik, 
Mechanik, math« Qeograpliie, Astronomie 9 des Maschinen- 9 Strassen- 9 Eisenbahn-, 
Brflcken- nnd Hochbanes, des konstriiktiren Zeichnens etc. etc. und «war in ToUstllndig 
gelSster Form 9 mit ylelen Fignren, Erklämngen nebst Angabe und Entwickelnnsr der 
benntiten S&tsO) Formelny Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann yerst&ndlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grossere Anzalü der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in Ihrer Oesamtheit eri^nien und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von nngelSsten Aufgaben beigegeben« welche der 
eigenen LOsung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benntst 
werden können. — Die L9snngen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, InhaltsTeneich- 
nlsy Berlchtigiuigen und erlllntemde llrklBmngen über das betreifende Kapit«! zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen I. nnd II« Ord., gleich- 
berechtigten hSheren Bürgerschulen 9 Priratschnlen) Gjmnasien, Realgymnasien 9 Pro- 
gymnasien) Schi^lehrer- Seminaren 9 Polytechniken 9 Techniken 9 Bangewerksehnlen, 
Gewerbeschnlen, Handel8schnlen9 techn. Torbereitnngsschnlen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildnngs8chn]en9 Akademien9 IJniTersit&ten 9 Land- nnd Forstwissenschaltsschnlen) 
Militlrschnlen, Torbereitnngs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Eii^Uirigr-Frel- 
willige- nnd Offlilers-Examen, etc. 

Die SchOlery Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen nnd 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Schritt für Schritt gelSste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien eta 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben^ zugleich aber auch 
die Oberans grosse Fruchtbarkelt der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernuncf des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — mm Auflösen ron Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine toII- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu Iösen9 ^ü ge- 
habten Regeln9 Formel n9 Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu rerwerten. Lust, Liebe 
und Terständnis für den Schul-Ünterricht wird dadurch erhalt/en und belebt werden« 

Den Ingenlenren9 Architekten9 Technikern und Fachgenossen aller Art 9 MWtärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und rielleicht Tergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Bentfs« 
zweigen rorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Terwertungen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgefi^en. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der VerilRsaer, 
Dr. Kleyeri Frankftirt a. M. Fischerfei dstrasae 16, entgegen und wird deren Erledigung 
thnnlichst berücksichtigt 

Stattgart Die Yerlagshaiidluiig. 
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ErkL 64. Die Konstruktion der mittleren 
Proportionale ist in Figur 65 auf die Weise 
bewerkstelligt, dass um a mit aO ein Kreis 
beschrieben und an denselben von 2» bezw. c 
aus die Tangenten bm bezw. cn gelegt wurden, 
dann ist nach dem Tangentensatze: 

bm^ = bO .bq 

cv? = cO . cg 
(siehe Erkl. 43 und 49). 



treffen, beschreibe um X und X^ Kreise 
mit Xä bezw. X, 5^ 

Suche ebenso die mittlere Proportionale 
zu cO und cg, trage sie auf Gj von c aus 
beiderseits bis u und t^^, errichte auf Gj 
in u und u^ Lote, welche die G in ^ und ^^ 
die Halbierungsgerade in Y und Y^ schnei- 
den, beschreibe um Y mit Y«, um Y^ mit 
Y^«i Kreise. 

Die Kreise um X, X^, Y, Y^ sind die 
gesuchten. 




Anmerkung 19. Wenn der Schnittpunkt von G und H ausserhalb des Zeichenblatts 
fällt, so ist die Winkelhalbierende nach Figur 66 zu zeichnen : Man ziehe durch P, 

einen beliebigen Punkt zwischen G und H, 
für welchen man in Aufgabe 91 den Punkt 
wählen kann, die Parallelen Gj und H^ zu G 
bezw. H, halbiere den Winkel bei P zwi- 
schen G^ und H^, ziehe zu der Winkel- 
halbierenden PLj die Senkrechte ab durch 
einen beliebigen Punkt, halbiere ab in c, 
ziehe durch c die Parallele zu PLp so ist 
dieselbe die gesuchte Winkelhalbierende. 

Denn da: 

PGj II G, PH, II H und cL || PL, 

f^I» I ist, so ist, weil PL, den Winkel bei P 

halbiert, oL die Richtung der gesuchten 
Halbierungsgeraden des Winkels am unzu- 
gänglichen Schnittpunkt A. Da a& zu dieser 
Richtung senkrecht steht, so ist das Drei- 
eck kab gleichschenklig. cL ist das Mittel- 
lot der Grundlinie und halbiert daher den 
W^inkel an der Spitze (siehe Erkl. 65). 
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Erkl. 65. Das Mittellot der Grundlinie eines 
gleichschenkligen Dreiecks geht durch die Spitze 
und halbiert den dort liegenden Winkel. 



Oranz, ApoUon. Serührnngsproblem. 



Beweis. Der Mittelpunkt von Kreis X 
(Fig. 65) liegt auf der Winkelhalbierenden, 
sein Halbmesser ist das Lot von X auf G, 
daher berührt er G (siehe ErkL 10) und 
wegen der Symmetrie in Bezug auf die 

5 
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Winkelhalbierende als Axe auch H. Nach 
Konstruktion ist: 

hr^ = h0.hq = (ha + aO) {ha — aO). 

Ein um X mit Xr beschriebener Kreis be- 
rührt daher G^ in r und geht durch 
und q, zieht man also OX, welche den ge- 
gebenen Kreis in c trifft, so ist Xr = XO, 
aber nach Konstruktion ist 5r = Oc, folg- 
lich Xs = Xc; Kreis X berührt daher den 
gegebenen Kreis in c (siehe Erkl. 4). 
Analog ist der Beweis für die andern Kreise. 

n. Fall. Der gegebene Kreis schnei- 
det jeden der vier Winkel zwischen 
G und H. 



Figur 67. 
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Ziehe zu G die Parallelen G^ und Gj im 
Abstände gleich dem Halbmesser des ge- 
gebenen Kreises. Halbiere die von G und H 
in ihrem Schnittpunkt A gebildeten Winkel 
durch die Geraden AL und AM, ziehe zu 
AL und AM Senkrechten durch 0, die erste 
schneidet G^ in hj G, in c, die zweite schnei- 
det Gj in d, G2 in e; beschreibe um A 
mit A einen Kreis, lege an denselben von 
&, c, d, e aus die Tangenten hß, ey, dö, Bf. 

Mache auf G^ von b aus die Strecken 
fer^ = hs^ = hß, auf G, von c aus die 
Strecken er, = cs^ = cy; errichte in r^ Sp 
r,, Sj auf G^ bezw. G2 Lote, welche AL in 
Xj, Yi, Xj, Yj, die Gerade G in K-i, S^ 
K,, S2 schneiden und beschreibe um X^ 
mit X( Rj , um X, mit X, H, 1 nm Y^ mit 
Y^Sp um Y2 mit YjSj Kreise. 

Mache ferner auf Gj von d aus die 
Strecken dUi = dv^ = d6 und auf G, von e 
aus die Strecken eu^ = ev2 = ee, errichte 
in Wj, t?i, «2« ^2 Ä^^ ^1 bezw. G, Lote, 
welche AM in W^, Z^ W,, Z2, die Gerade G 
in üp Vj, üj, V2 schneiden; beschreibe um 
W4 mit Wiüt, um W, mit W,!!,, um Z^ 
mit Z^Vp um Z, mit Z,'Vj Kreise. 

Die acht erhaltenen Kreise genügen der 
Aufgabe. 

Beweis. Man denke sich (Fig. 67) um Y, 
einen Kreis mit Y,«, beschrieben, so berührt 
derselbe die Gj in s^ (siehe Erkl. 10). Der 
Kreis um A mit AO schneide hc zum zwei- 
tenmale in p, so liegen und p symmetrisch 
auf beiden Seiten von AY, (siehe Erkl. 51). 
Nun ist nach dem Tangentensatze: 

C82^ = cy* = cO.cjp; 

(S. Erkl. 47.) Die ümkehrung des Tan- daher geht nach der Umkehrung des Tan- 
gentensatzes lautet: gentensatzes (siehe Erkl. 47 und Aufgabe 82) 

Liegen auf dem einen Schenkel eines Winkels Kreis Y,, dessea Mittelpunkt auf dem Mittel- 
em, auf dem anderen zwei Punkte so, dass der lot von 0^? liegt, durch und p. 
Abstand des ersten Punkts von der Spitze mittlere £g i^^ somit: 
Proportionale zu den Abständen der beiden an- ' 
deren Punkte von der Spitze ist, so berührt OY2 = ^2^2. 
der durch die drei Punkte gelegte Kreis den oYj schneide den gegebenen Kreis in a, 
ersten Schenkel m dem gegebenen Punkt. g^ ist nach Konstruktion: 

Oa = SjSj, 
nach dem Vorigen: 

daher durch Subtraktion: 

Der Kreis um Yj mit YjS, berührt also 
den gegebenen Kreis in a. 

Analog ist der Beweis für die anderen 
Kreise. 
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Figur 68. 




Determination. Die bei vorliegender 
Konstruktion als Hilfsaufgabe verwendete 
Aufgabe 82, einen Kreis zu suchen, welcher 
durch einen gegebenen Punkt geht und zwei 
gegebene Geraden berührt, lässt bekanntlich 
zwei Auflösungen zu. 

Diese wird aber verwendet auf vier Paare 
von Parallelen, nämlich G^ und Hp G2 und 
H^, Gj und Hj, Gj und Hp wenn Hj und H^ 
die — in Figur 65 und 69 nicht gezeich- 
neten — Parallelen zu H bedeuten. 

I. Es gibt also im günstigsten Falle 
acht Lösungen, wenn nämlich Punkt 
innerhalb des von den vier Parallelen ge- 
bildeten Rhombus liegt, oder, was dasselbe 
ist, wenn der Schnittpunkt A von G 
und H innerhalb des gegebenen Krei- 
ses liegt. 

In diesem Falle liegt in jedem der vier 
Winkelräume, welche G und H mit einander 
bilden, ein Teil des Kreises 0, und in jedem 
dieser Winkelräume entsteht dann ein von 
aussen und ein von innen berührender Kreis. 

IL Schneidet der Kreis beide 
Geraden, aber so, dass der Schnittpunkt 
ausserhalb des Kreises liegt (Figur 68), 
so liegen in dem Winkelraum I, welcher die 
vier Schnittpunkte enthält, zwei äussere und 
zwei innere Berührungskreise, in den Winkel- 
räumen II und IV je zwei äussere, zusammen 
also acht Berührungskreise. 



Figur 69. 




IIL Liegt der Schnittpunkt von G 
und H auf dem Kreis (Figur 69), so liegt 
im Winkelraum I ein äusserer und ein innerer, 
in den Räumen II und IV je ein äusserer, 
zusammen also vier Berührnngskreise. 



IV. Wird eine Gerade vom Kreis 
berührt, die andere geschnitten (Fi- 
gur 70), so gibt es sechs Berührungs- 
kreise, nämlich im Winkelraum I zwei 
äussere und einen inneren, welcher durch 
den Berührungspunkt a geht, im Raum II 
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Figur 70. 




einen äusseren, welcher ebenfalls durch a 
geht und im Baum lY zwei äussere. Zu den 
Kreisen in Raum I und II vergl. Aufgabe 37. 



Figur 71. 




V. Berührt eine Gerade den Kreis 
und geht die andere durch den Be- 
rührungspunkt (Fig. 71), so gibt es 
nur zwei Berührungskreise, nämlich je 
einen äusseren in den Räumen I und IL 



Figur 72. 




VI. Berührt der Kreis beide Ge- 
raden (Fig. 72), so gibt es in dem Winkel- 
raum I, in welchem er liegt, zwei äussere 
Berührungskreise, in den Winkelräumen II 
und IV je einen äusseren, der durch den 
Berührungspunkt mit der zunächst liegenden 
Geraden geht, alsa zusammen vier Berüh- 
rungskreise. Diese sind sämtlich ohne Pro- 
portionen zu finden. 



VII. Wird eine der Geraden vom Kreis 
berührt, die andere weder berührt noch ge- 
schnitten (Fig. 73), so liegen im Winkel- 
raum I zwei äussere Berührungskreise und 
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Figur 73. 




ein durch den Berührungspunkt a gehender 
umschliessender, im Winkelraum U noch 
einer, welcher durch a geht, zusammen also 
vier. 



Figur 74. 




Vin. Wird eine der Geraden vom Kreis 
geschnitten, die andere nicht (Fig. 74), so 
gibt es im Winkelraum I zwei äussere Be- 
rühruDgskreise, ebenso im Winkelraum IL 
zusammen also vier. 



IX. Liegt der Kreis ganz innerhalb eines 
Winkelraumes (Fig. 65), so gibt es in 
diesem zwei äussere und zwei umschliessende 
Berührungskreise, also zusammen vier. 

X. Besondere Vereinfachungen treten ein, 
wenn auf einer der Halbierungsgeraden 
der Winkel zwischen den Geraden liegt 
(siehe Aufgabe 48). 



Aufgabe 92. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher eine gegebene Gerade und 
zwei gegebene Kreise berührt. 



Gegeben: G, Kreis um 0, Kreis um Q. 
Gesucht: Kreis um X. 

Analysis. Angenommen, der Kreis X 
sei gefunden (Fig. 75 — 78), er berühre 
die Gerade G in c, Kreis in 6, Kreis Q 
in a und es sei der Halbmesser r von Kreis 
grösser als der Halbmesser ri von Kreis Q. 

Man denke sich um X einen zu dem ge- 
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Figur 75. 




Figur 76. 



suchten konzentrischen Kreis beschrieben, 
welcher durch geht und Xc in Cj, XO 
in &i schneidet, so ist in allen vier Fallen: 

XQ = X&i =Xc, 

Xa = XJ) =Xc, 

daher findet man durch Addition oder Sub- 
traktion: 

Qa = hh^^ = cc^. 

Der konzentrische Kreis berührt daher 
eine Parallele G^ zu G durch c^ (im Ab- 
stände r^) und einen zum gegebenen Kreis 
konzentrischen Kreis durch b^^ (mit Halb- 
messer r±.r^). Die vorliegende Aufgabe 
ist daher auf die Aufgabe 86 reduziert: 
Einen Kreis zu zeichnen, welcher durch 
einen gegebenen Punkt Q geht, eine ge- 
gebene Gerade, die Parallele Gp und einen 
gegebenen Kreis, den konzentrischen Kreis 
um 0, berührt. Bei der Ausführung sind 
vier Hauptfälle zu unterscheiden: 

Der gesuchte Kreis berührt 
und Q gleichartig und zwar: entweder 
von aussen (Fig. 75), dann hat der kon- 
zentrische Kreis den Halbmesser r — r^ und 
die Parallele Gi liegt jenseits G; oder um- 
schliessend (Fig. 78), der konzentrische 




r — r 



1 » 



die Pa- 



Kreis hat den Halbmesser 
rallele liegt diesseits. 

Der gesuchte Kreis berührt die 
beiden Kreise ungleichartig und zwar 
entweder Q von aussen, umschlies- 
send oder von innen (Fig. 77), Halb- 
messer des konzentrischen Kreises: r + r^, 
Parallele jenseits; oder Q umschliessend, 
von aussen (Fig. 76), Halbmesser des 
konzentrischen Kreises : r -|- r^ , Parallele 
diesseits. 

Nun lässt die Aufgabe 86 vier Lösungen 
zu, nämlich zwei äussere und zwei innere 
(umschliessende) Berührungskreise; von die- 
ben vier sind jedoch bei jeder Kombination 
eines der beiden konzentrischen Kreise mit 
einer der beiden Parallelen nach dem vorhin 
Gesagten nur zwei zu benützen. Nach Auf- 
gabe 86 erhält man die zwei Paare von 
Lösungen, je nachdem man den von der Ge- 
raden entferntesten (für äussere Berührung) 
oder ihr nächsten (für innere Berührung) 
Punkt des Kreises mit dem gegebenen Punkte 
verbindet. 

Es ist daher im ersten und vierten Falle 
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Figur 77. 




der von G entfernteste, im zweiten und 
dritten Falle der G nächste Punkt des kon- 
zentrischen Kreises mit Q zu verbinden. 



Si. 



Figur 78. 




Eonstruktion. I. Fall. Der gesuchte 
Kreis berührt beide gegebenen von 
aussen (Fig. 79). 

Ziehe zu G die Parallele G^ im Abstand 
gleich dem Halbmesser r^ von Kreis Q und 
zwar auf der von Q und abgewandten Seite. 

Beschreibe um einen Kreis mit der 
Differenz r — r^ der gegebenen Halbmesser. 

Ziehe durch die Senkrechte zu Gp welche 
letztere in /*, den konzentrischen Kreis in d 
und e trifft, wobei d der von G^ entferntere 
Punkt ist. 
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Figur 79. 




Ziehe d Q, welche die Parallele in g trifft. 

Lege durch e, /*, Q einen Hilfskreis, wel- 
cher dQ in q zum zweitenmale schneidet 
und errichte auf Q^ das Mittellot, was man 
nach Erkl. 15 auch dadurch erreicht, dass 
man vom Mittelpunkt des Hilfskreises auf 
dq die Senkrechte fällt. (In Figur 79 be- 
rührt der Hilfskreis die dQ, fast, daher liegt q 
sehr nahe bei Q und das Mittellot ist auf 
die angegebene Weise zu zeichnen.) 

Ziehe von g an den Hilfskreis die Tan- 
gente gh und mache auf G^ von g aus die 
Strecken gCi und gc\ = gh. 

Errichte auf Gi in c^ und c\ die Lote, 
welche G in c und c' und das Mittellot von 
Qg in X und Y treffen. Beschreibe um X 
mit Xc, um Y mit Yc' Kreise, diese sind 
die gesuchten. 

Wird die Konstruktion der Tangente gh 
unbequem, so verbindet man den zweiten 
Schnittpunkt m des Hilfskreises und des kon- 
zentrischen Kreises mit e, erhält dadurch auf 
dQ, den Punkte, von welchem aus an den kon- 
zentrischen Kreis die Tangenten sb^ und äb\ 
gezogen werden, 06^ und Ob\ geben auf 
dem Mittellot von Qq die Punkte X und Y. 

Beweis. Nach Aufgabe 86 berührt ein 
um Y mit Yc\ beschriebener Kreis den kon- 
zentrischen Kreis in b\ und geht durch 
und q, oder ein um Y mit Yb\ beschriebener 
Kreis geht durch und q und berührt Gj 
in c\. Es ist also: 

YQ^Yb\ =Yc\ (Erkl. 1), 
aber nach Konstruktion ist: 

Qa' = b\b' ^c\c\ 
Durch Subtraktion ündet man daraus: 

Ya'= Y&' =Yc\ 

Der Kreis um Y mit Yc' berührt also 
den Kreis in 6', den Kreis Q in a'. 

Analog ist der Beweis für Kreis X. 

Anmerkung 20. Zur ersten Art der Konstruktion (Benützung des Punkts g) ist der 
konzentrische Kreis um selbst nicht notwendig, sondern nur die Punkte d und 
c, zur zweiten Art (Benützung des Punkts s) ist die Parallele nicht notwendig, 
sondern nur Punkt f. 

n. Fall. Der gesuchte Kreis berührt 
die beiden gegebenen umschliessend. 
(Fig. 80.) 

Ziehe zu G die Parallele G^ im Abstände 
gleich dem Halbmesser r^ von Kreis Q und 
zwar diesseits Q. Fälle von auf G^ das 
Lot Of und mache anf ihm Od z=z Oe = 
r — rj, und zwar d zwischen und f. Ziehe 
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Figur 80. 




Qd, welche Gj in g trifft. Suche die vierte 
Proportionale zu dQ, df, de und trage sie 
auf Q,d von d gegen g hin nach q. Dies 
geschieht z. B. so dass man durch e und / 
einen beliebigen Kreis beschreibt, dl = dQ, 
von d aus in den Kreis legt, Id schneidet 
diesen Kreis zum zweitenmale in n, so ist 
nach dem Sekantensatz: 



oder 
oder 



dl. dn:= de. df 
e?Q. dnz= de . df 
dQ: df = de: dn, 



also dn die gesuchte vierte Proportionale. 
Suche die mittlere Proportionale zu ^Q und 
gq und trage sie auf Gi von g aus beider- 
seits nach Cj und c\. Diese mittlere Propor- 
tionale findet man z. B. indem man durch q 
und Q einen beliebigen Kreis legt und an 
diesen von g aus die Tangente gh zieht, 
denn dann ist nach dem Tangentensatz: 

gh'^z=zg(i,gq. 

Errichte auf Qq das Mittellot. Errichte auf 
Gl in Cj und c'^ Lote, welche G in c und 
c' und das Mittellot von Qg' in X und Y 
schneiden. Beschreibe um X mit Xc, um 
Y mit Yc' Kreise, diese sind die gesuchten. 

Beweis. Ein Kreis um Y mit Yc'^ be- 
rtlhrt nach Aufgabe 86 G| in c/, den Kreis 
um mit Halbmesser Od =:0e in &i' und 
geht durch Q und q. 

Daher ist: 

YQ = Y6'i z=.Yc\ (Erkl. 1), 
aber nach Konstruktion ist: 

Qa' = b'b\ = '&c\. 
Daraus findet man durch Addition: 

Ya' = Y6' =Yc', 

Der Kreis um Y berührt also Kreis Q in a\ 
Kreis in b\ Gerade G in c\ 

Analog ist der Beweis für Kreis X. 

Anmerkung 21. Konstruktion und Beweis ist derselbe, wenn Kreis Q innerhalb des 
Kreises liegt, Gerade G den Kreis schneidet; die Kreise X und Y berühren 
dann Kreis von innen, Kreis Q umschliessend. 

ni. Fall. Der gesuchte Kreis be- 
rührt den Kreis von aussen, den 
Kreis Q umschliessend. 

Die Konstruktion ist ganz analog? mit der- 
jenigen von Fall I, nur dass um ein zum 
gegebenen konzentrischer Kreis mit Halb- 
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Figur 81. 




raesser r -^ r^ gezeichnet werden muss und 
die Parallele G^ diesseits G liegt. 

Beim Beweis ergibt sich aus den beiden 
Gleichungen: 

durch Addition die Gleichung: 
Ya' = Y6' =Yc'. 



und 



Figur 82. 




^r::^¥^^ 



.^il...A. 



IV. Fall. Der gesuchte Kreis be- 
rührt den Kreis umschliessend, den 
Kreis Q von aussen. 

Die Konstruktion ist ganz analog mit der- 
jenigen von Fall II, nur dass um ein 
konzentrischer Kreis mit r -f- rj gezeichnet 
werden muss und die Parallele G^ jenseits 
G liegt. 

Beim Beweis ergibt sich die dritte Gleich- 
ung aus den beiden ersten durch Subtraktion. 



Anmerkung 22. Die Konstruktion bleibt dieselbe, wenn der Kreis Q im Kreis 
liegt und G den Kreis schneidet; der gesuchte Kreis berührt dann Kreis Q von 
aussen, Kreis von innen. 

Determination. Aus der Konstruktion 
ergeben sich acht Berührungskreise als 
höchstmögliche Zahl. Diese wird erreicht, 
wenn beide Kreise auf derselben Seite der 
Geraden auseinander liegen und keiner der- 
selben die Gerade schneidet oder berührt. 

Keine Lösung gibt es: 
1). wenn beide Kreise auseinander liegen 
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und die Gerade z\sischen ihnen hindurch- 
gebt, ohne einen zu berühren, 

2). wenn einer der Kreise im andern liegt 
und die Gerade den äusseren weder schnei- 
det noch berührt, 

3). wenn beide Kreise einander schneiden 
und die Geradegemeinschaftliche Sehne ist. 

Unzählige Lösungen gibt es, wenn beide 
Kreise und die Gerade einander im selben 
Punkte berühren. 

Die Zahl der sonst möglichen Lösungen 
wird um eine vermindert, wenn die 
Gerade parallel mit einer der gemeinschaft- 
lichen Tangenten an beide Kreise ist (siehe 
Determination von Aufgabe 87). Die Zahl 
der sonst möglichen Lösungen wird um 
zwei vermindert, wenn die Gerade einen 
beider Kreise berührt. 

Höchstens vier Lösungen gibt es, 
wenn die Gerade einen der beiden Kreise 
schneidet, den andern aber nicht, oder wenn 
beide Kreise einander schneiden, die Gerade 
keinen von ihnen schneidet oder berührt. 

Höchstens sechs Lösungen gibt es, 
wenn die beiden Kreise einander schneiden 
und jeder von ihnen von der Geraden ge- 
schnitten wird. Geht aber im letzteren Falle 
die Gerade durch einen der Schnittpunkte, 
so sind nur vier Berührungskreise mög- 
lich. 

Ist die Gerade gemeinsame Tangente an 
beide Kreise, so sind vier Berührungskreise 
möglich, wenn die Kreise auseinander liegen 
und die Gerade äussere Tangente ist, andern- 
falls nur zwei. 

Eine eingehendere Diskussion der ver- 
schiedenen Fälle erhält man, wenn man die 
Determination von Aufgabe 87 auf jeden der 
vier Fälle der Konstruktion anwendet. Bei 
der grossen Verschiedenheit der Lagen zweier 
Kreise gegen einander und gegen eine Ge- 
rade wäre eine eingehendere Behandlung 
der Determination zu weitläufig. 



Aufgabe 93. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher drei gegebene Kreise be- Gegeben: Kreis um 0, Kreis um Q, 
rührt. Kreis um P. 

Gesucht: Kreis um X. 

Analysis. Angenommen, der gesuchte 
Kreis X sei gefunden (Fig. 83 — 86), er be- 
rühre den Kreis in a, Kreis Q in ft, Kreis 
P in c und es sei der Halbmesser von Kreis 
= r, von Kreis Q, = r^^ von Kreis P = 
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Figur 83. 




Figur 84. 




r2, wobei angenommen wird, dass r<iri 
< r^ ist. 

Man denke sich um X einen konzentrischen 
Kreis beschrieben, welcher durch P geht und 
Xa in ap Xb in 6i schneidet, so ist in allen 
vier Figuren: 

XP = Xa^ =Xb, (Erkl. 1) 

Xc = Xa =Xh. 

Daraus findet man durch Subtraktion oder 
Addition : 

Pc = aa^^ = bb^. 

Es ist daher: 

OCi =. r ±. r^ 

Ob^ = r^ ± r^. 

Der konzentrische Kreis um X muss also 
einen zu Kreis konzentrischen Kreis mit 
Halbmesser r ±.r2 in a^ und einen zu Kreis 
Q konzentrischen Kreis mit Halbmesser r^ 
±. r2 in &j berühren. Daher ist die vor- 
liegende Aufgabe zurückgeführt auf die Auf- 
gabe 87: Einen Kreis zu zeichnen, welcher 
durch einen gegebenen Punkt (P) geht und 
zwei gegebene Kreise (die beiden konzen- 
trischen um und Q) berührt. 

Bei der Ausführung sind vier Hauptfälle 
zu unterscheiclen: 

I. Der gesuchte Kreis (Fig. 83) berührt 
alle drei gegebenen Kreise gleichartig, und 
zwar wie Kreis X von aussen, oder wie Kreis 
Y umschliessend. Der Halbmesser des zum 
gesuchten Kreise konzentrischen, durch P 
gehenden, ist bei Kreis X um r^ grösser, 
bei Kreis Y um r^ kleiner als der Halb- 
messer des gesuchten Kreises selbst. Daher 
berühren diese beiden konzentrischen Hilfs- 
kreise um X und Y diejenigen konzentrischen 
Kreise um P und Q, welche mit den Halb- 
messern r — r^ und r^ — r^ beschrieben 
sind. 

n. In Figur 84 berührt Kreis X die 
Kreise und Q von aussen, den Kreis P um- 
schliessend, der zu X konzentrische durch P 
berührt daher die äusseren konzentrischen 
Kreise um und Q mit den Halbmessern 
r + Tj und r^-tr^' Der Kreis Y berührt 
Kreis und Q umschliessend, Kreis P von 
aussen; der zu Y konzentrische durch P be- 
rührt also ebenfalls die äusseren konzentri- 
schen um und Q mit den Halbmessern 
r + r^ und r^-j-rj. 

m. In Figur 85 berührt Kreis X die 
Kreise und P von aussen, Kreis Q um- 
schliessend; Kreis Y berührt die Kreise 
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Figur 85. 




Figur 86. 




Figur 87. 




und P umscbliessend, Kreis Q von aussen; 
die zu X und Y konzentrischen Kreise, 
welche durch P gehen, berühren folglich 
den inneren konzentrischen Kreis um mit 
Halbmesser r — rj und den äusseren kon- 
zentrischen Kreis um Q mit Halbmesser 
r, + r^. 

IV. In Figur 86 berührt Kreis X die 
Kreise Q und P umscbliessend, den Kreis 
von aussen; Kreis Y berührt die Kreise Q 
und P von aussen, den Kreis umscblies- 
send. Die zu X und Y konzentrischen 
Kreise, welche durch P gehen, berühren 
daher beide den äusseren zu konzentri- 
schen Kreis mit Halbmesser r + r^ und den 
inneren zu Q konzentrischen Kreis mit Halb- 
messer r^ — r2. 

Die bei der vorliegenden Aufgabe zu be- 
nützende Aufgabe 87 liefert zwei Paare 
von Berührungskreisen, je nachdem man 
den äusseren oder inneren Aehnlichkeits- 
punkt der gegebenen Kreise anwendet. Bei 
Benützung des äusseren Aehnlichkeitspunkts 
erhält man die zwei Berührungskreise, welche 
die gegebenen Kreise gleichartig, durch den 
inneren Aebnlichkeitspunkt diejenigen bei- 
den, welche sie ungleichartig berühren. 

Nun ist aber in den Fällen I und II gleich- 
artige, in den Fällen HI und IV ungleich- 
artige Berührung vorausgesetzt. Man muss 
somit in den Fällen I und II den äusseren, 
in den Fällen III und IV den inneren Aebn- 
lichkeitspunkt der zu und Q konzentrischen 
Kreise mit den Halbmessern r ± r2 und 
r^ ± r^ benützen und erhält so acht Berüh- 
rungskreise als höchste Zahl der Lösungen. 

Konstruktion. I. Fall. Kreis 0, Q, P 
sollen gleichartig, von aussen oder 
umscbliessend, berührt werden. 

Verkürze den Halbmesser r von Kreis 
und den Halbmesser r^ von Kreis Q je um 
den Halbmesser r, von Kreis P (Fig. 87) 
und beschreibe mit den verkürzten Halb- 
messern konzentrische Kreise zu den ge- 
gebenen, welche die Zentrale OQ auf der 
inneren Seite in den Punkten d und e^ 
schneiden. 

Suche den äusseren Aebnlichkeitspunkt A 
der konzentrischen Kreise und verbinde ihn 
mit P. 

Lege durch d, e^, P einen Hilfskreis, 
welcher AP in g schneidet; errichte auf Pj 
das Mittellot. 

Verbinde Cj mit dem zweiten Schnitt- 
punkt m des Hilfskreises und des konzen* 
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trischcQ Kreises um Q, die Verbindungs- 
gerade schneidet AP in f, lege von f an 
den konzentrischen Kreis um Q die Tan- 
genten fhy^ und fh\. 

Ziehe Qftj und Q6\, welche das Mittellot 
von P^ in X und Y, den gegebenen Kreis Q 
in h und h' schneiden, und beschreibe um X 
mit X&, um Y mit Yh Kreise; diese sind 
die gesuchten. 

Beweis. Ein um X mit X^^ beschrie- 
bener, zu dem gefundenen konzentrischer 
Kreis berührt nach dem Beweise von Auf- 
gabe 87 den konzentrischen zu Kreis in a^ 
den konzentrischen zu Kreis Q in h^ und 
geht durch P. Es ist daher: 

Xa, = Xfe, = PX (s. Erkl. 1). 

Nach Konstruktion ist aber: 

aa^ = hh^ = cP. 

Daher folgt durch Subtraktion der zweiten 
Gleichung von der ersten: 

Xa = Xh = Xc. 

Der Kreis X berührt also nach Erkl. 1 
und 4 die drei gegebenen Kreise von aussen. 

Für den Kreis Y ist ebenso nach Auf- 
gabe 87: 

Xa\ = Y.})\ = YP u. nach Konstruktion 

Durch Addition beider Gleichungen er- 
gibt sich: 

Ya' =Yb' = Yc'. 

Kreis Y berührt also alle drei gegebenen 
Kreise umschliessend. 

Anmerkung 23. Die Konstruktion von Kreis Y bei Fall I bleibt die gleiche in dem 
Falle, dass die Kreise Q und P innerhalb des Kreises liegen und dort einander 
schneiden oder von aussen berühren oder auseinander liegen. Kreis Y berührt 
dann von innen und umschliesst die Kreise Q und P. 

n. Fall. Kreis und Q sollen 
gleichartig, Kreis P ungleichartig 
berührt werden, also entweder und Q 
von aussen, P umschliessend oder und Q 
umschliessend, P von aussen (siehe Fig. 88). 

Verlängere den Halbmesser r von Kreis 
(Fig. 88) und den Halbmesser r^ von Kreis Q 
je um den Halbmesser r^ von Kreis Q und 
beschreibe mit den so verlängerten Halb- 
messern r + r^ und r^ + r2 und um und Q 
Kreise, welche zu den gegebenen konzen- 
trisch sind und die Zentrale OQ innerhalb 
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Figur 88. 




in den Punkten e und d^, ausserhalb iu 
den Punkten d und e^ schneiden. 

Nach Aufgabe 87 wäre nun zu diesen 
konzentrischen Kreisen der äussere Aehn- 
lichkeitspunkt A zu suchen und mit P zu 
verbinden. 

Da aber in der Zeichnung (Fig. 88) A in 
grosse Entfernung fällt, so ziehe dP und eP 
und durch dy^ und Cj die Parallelen d^p^ 
und e^p^^ und verbinde P mit jp^, so sind 
^P und ^ii?t, ebenso eP und e^p^ homo- 
^ löge Geraden (siehe Erkl. 57), also ihre 
Schnittpunkte P und j?, homologe Punkte, 
folglich geht P/?i durch A. 

Lege durch d^, e und P einen flilfskreis, 
welcher Vp^ in q schneidet und errichte 
auf P^ das Mittellot. 

Der Hilfskreis schneidet den konzentri- 
schen Kreis um Q zum zweit enmale in m. 
ziehe d^m bis zum Schnitt mit Vq in /", lege 
von f an den konzentrischen Kreis um Q 
die Tangenten fb^ und fb\. 

Ziehe Q6i und Q6\, welche das Mittellot 
von Pg in X und Y und den gegebenen 
Kreis Q in 6 und 6' schneiden, und be- 
schreibe um X mit X6' um Y mit Yh' 
^^^- -'-' Kreise; diese sind die gesuchten. 

Beweis. Beschreibe um X mit Xt^, um 
Y mit Yb\ je einen Hilfskreis, so berühren 
dieselben nach Aufgabe 87 die konzentri- 
schen Kreise um und Q gleichartig und 
gehen durch P. 

Es ist also nach Erkl. 1: 

1) Xa, = Xb, = XP 

2) Ya\ = Yb\ = YP. 

aber nach Konstruktion: 

3) aa^^ = bb^ = cV 

4) a'a\= b'r\= c'P. 

Durch Addition von 1) und 3) und Subtrak- 
tion der Gleichung 4) von 3) erhält man: 

Xa = X6 = Xc 

Ya' =r Y6' = Y&. 

Die gefundenen Kreise X und Y berühren 
daher die drei gegebenen Kreise. 

Anmerkimg 24. Die Konstruktion von Kreis X bleibt dieselbe, wenn Kreis P beide 
anderen Kreise schneidet. Kreis X berührt dann die Kreise und Q von aussen, 
Kreis P von innen. 

Die Konstruktion von Kreis Y bleibt dieselbe, wenn Kreis Q in Kreis liegt 
und Kreis P entweder Kreis schneidet oder ganz in Kreis liegt, aber Kreis 
P nicht schneidet. Kreis Y berührt dann Kreis von innen, Kreis Q umschlies- 
send, Kreis P von aussen. 
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preisgekrönt in Frankfurt a, M, 1881. 

PROSPEKT. 

« - 

Diesei Werk, welchem kein fthnllcbes zur Seite steht, erscheint monatlich in 3 — 4 
fleften ro dem bllligren Preise Ton 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Anfirftben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik , Pbyalky 
Mechanik, math. Geographie, Astronomie, des Maschinen* , Strassen-, Elsenbahn*, 
BrUeken- nnd Hoohbanes, des konstriiktiTon Zeichnens etc. etc. and xwar in TOllstftndIg 
gelöster Form, mit Tlelen Flfpiren, Erklärungen nebst Angabe und Entwlekelnng der 
benntaten S&tie, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die LiVsnng 
jedermann verstftndlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben steh In ihrer Gesamtheit ergftnaen and alsdann anch alle 
Teile der reinen nnd angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezflglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
fiberlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern fOr den Schulunterricht benutzt 
werden können. — Die Lösungen hierzu werden sp&ter in besonderen Heften fClr die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, InhaltsTeraeieh* 
nis, Berlehtigiingen und erlintemde Erklftmngen Aber das betreffende Kapitel zur Ausgabe 

Das Werk behandelt zun&chst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen I. nnd !!• Ord., gleich« 
bereehtigten höheren BOrgerschnlen, PrlTatsehnlen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gymnasien, Schnllehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Bangewerkschnlen, 
Gewerbescbnlen, Handelsschnlen, techn. Torbereltnngssohnlen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildnngsachnlen, Akademien, ünlrersit&ten , Land- nnd ForstwIssenschaftsschuleB, 
Mllltftnohnlen, Torbereltnngs- Anstalten aller Arten als z. B. fOr das EinjUirlg-Frel- 
wllUge- nnd Offlalers-Examen, etc. 

Die Schiller, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fftcher, werden durch diese, Schritt für Sehritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung Immerwfthrend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen d»^ 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren PrRftingen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die flberans grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine krftftlge Stfttze fflr den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — mm Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
fibrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen hftaslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben in lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, S&tze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lnat, Liebe 
und Terstftndnls ffir den Schul-Ünterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenienren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Mllltir» 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich darch ihre praktischen in aUen Bernfs- 
zweigen vorkommenden Anwendnngen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Terwertnngen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Bachhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entj^egengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wunsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Yerfiuser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. IL Fischerfeldstrasse 16, entgegen und wird deren Erledigong 
thunlichst berücksichtigt 

Stattgart Die Terlagshandlniig« 
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Figur 89. 
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m. Fall. Kreis und Q sollen un- 
gleichartig, Kreis P auf dieselbe Art 
wie Kreis berührt werden. 

Verkürze den Halbmesser r des Kreises 
(Fig. 89) und verlängere den Halbmesser 
r^ des Kreises Q je um den Halbmesser r^ 
des Kreises P und beschreibe um mit dem 
verkürzten Halbmesser r — r^, um Q mit 
dem verlängerten Halbmesser r^+r^ Kreise, 
welche zu den gegebenen Kreisen und Q 
konzentrisch sind und die Zentrale OQ ausser- 
halb in d und d^^ innerhalb in e und e^ 
schneiden. 

Suche den inneren Aehnlichkeitspunkt A 
der beiden konzentrischen Kreise und ver- 
binde ihn mit P. Lege durch ei, e,, P einen 
Hilfskreis, welcher AP in g schneidet, und 
errichte auf Pg das Mittellot. Verbinde den 
zweiten Schnittpunkt m des Hilfskreises und 
des konzentrischen Kreises um mit d^ so 
schneidet dm die AP in f\ lege von f an 
den konzentrischen Kreis um die Tan- 
genten fa^^ und fa\. 

Ziehe 0«! und Oa'p welche das Mittellot 
von Pg in X und Y, den gegebenen Kreis 
in a und a* schneiden; beschreibe um X 
mit Xa, um Y mit Ya' Kreise; diese sind 
die gesuchten. 

Beweis. Beschreibe um X mit Xa^ und 
um Y mit Ya'j Kreise, welche zu den ge- 
fundenen konzentrisch sind, so gehen die- 
selben nach Aufgabe 87 durch P und be- 
rühren den konzentrischen Kreis um Q in &p 
bezw. h\. Es ist also nach Erkl. 1: 

1) Xöj =X&i ==XP 

2) Ya\ =Y6'i = YP 

aber nach Konstruktion : 

3) aa^ = hh^ — cP 

4) a'a\ = h'h\=&V 

Subtrahiert man 3) von 1) und addiert man 
4) zu 2), so erhält man: 

Xa r=Y6 =Xc 

Ya' = Y6' = Yc', 

also berühren die Kreise X und Y die ge- 
gebenen. 

Anmerkang 26. Die Konstruktion des Kreises X bleibt dieselbe, wenn Kreis Q die 
beiden Kreise und P schneidet und diese selbst auseinander liegen oder einander 
schneiden, oder wenn Kreis Q den Kreis P einschliesst und den Kreis schneidet, 
Kreis P aber nicht ganz in Kreis liegt. Kreis X berührt dann und P von 
aussen, Q von innen. 

Orsnz, ApolloD. BerflhmngBproblem. 6 
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Das Apollonische Berührangsproblem. 



Die KoDstruktion von Kreis T bleibt dieselbe, wenn Kreis P in liegt und 
Kreis Q den Kreis schneidet, oder in Kreis liegt, aber Kreis P nicht schneidet 
Kreis T berührt dann von innen, P umschliessend, von aussen. 



Figur 90. 




IV. Fall. Kreis und Q sollen un- 
gleichartig berührt werden, Kreis P 
auf gleiche Art wie Kreis Q. 



Die Konstruktion ist wörtlich dieselbe wie 
bei Fall III, nur dass um ein Kreis mit 
dem verlängerten Halbmesser r + «"ot um Q 
mit dem verkürzten Halbmesser r^ — r^ zu 
beschreiben ist, und dass der Hilfskreis der 
Bequemlichkeit wegen durch e, dp P gelegt 
wurde. 



Beim Beweis erhält man die beiden 
Schlussgleichungen, wenn man 3) zu I) ad- 
diert, 4) von 2) subtrahiert. 



Anmerknng 26. Die Konstruktion von Kreis X bleibt dieselbe, wenn Kreis P in 
Kreis Q, aber ausserhalb Kreis liegt und Kreis Q den Kreis schneidet, dann 
berührt Kreis X den Kreis von aussen, Q von innen, P umschliessend; oder wenn 
alle drei Kreise einander so schneiden, dass Kreis durch das gemeinsame Gebiet 
von Q und P geht, dann wird Kreis von aussen, Q und P von innen berührt. 
Die Konstruktion von Kreis T bleibt dieselbe, wenn die Kreise P und Q den 
Kreis schneiden oder in demselben liegen, aber P nicht ganz in Q liegt; dann 
berührt Kreis T den Kreis von innen, Q und P von aussen. 

Determination. In der Analysis wurde 
schon bewiesen, dass es höchstens acht 
Berührungskreise gibt. 

Dies ist der Fall, wenn entweder alle 
drei Kreise auseinander liegen, oder alle 
drei einander schneiden, oder wenn die bei- 
den kleineren ganz auseinander liegen und 
vom gross ten eingeschlossen werden. 

Keine Lösung gibt es, wenn der kleinste 
Kreis im mittleren und dieser im grössten 
liegt, oder wenn einer der kleineren inner- 
halb, der andere ausserhalb des grösseren 
liegt, oder wenn die drei Kreise durch die 
nämlichen zwei Punkte gehen. 

Unzählige Lösungen gibt es, wenn 
alle drei Kreise einander in einem Punkte 
berühren. 

Die Zahl der sonst möglichen Lösungen 
wird um eine verringert durch jede Tan- 
gente, welche alle drei Kreise gemeinsam 
haben. Durch jede Berührung zwischen 



Aufgaben, welche mit dem Apollonischen Problem zusammenhängen. 
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zweien der gegebenen Kreise fallen von 
den sonst möglichen Lösungen zwei weg, 
also kann es in einem solchen Fall höch- 
stens sechs Lösungen geben. Sind aber 
durch andere Umstände schon einige Be- 
rührungskreise fortgefallen, so ist besonders 
zu untersuchen, ob eine Berührung auf diese 
oder auf die noch übrigen Lösungen Ein- 
fluss hat. 

Eine vollständige Diskussion aller mög- 
lichen Fälle ist bei der grossen Zahl von 
verschiedenen Lagen dreier Kreise gegen 
einander sehr weitläufig, man erhält jedoch 
für jede bestimmte Lage der gegebenen 
Kreise die Zahl der Lösungen, wenn man 
die Determination von Aufgabe 87 auf jeden 
der vier Fälle der Konstruktion anwendet. 



D. Aufgaben, welche mit dem Apollonischen Problem 
zusammenhängen, gelöst durch Proportionen und 

algebraische Analysis. 



Aufgabe 94. Einen Kreis zu zeichnen, 
welcher durch einen gegebenen Punkt 
geht und zwei gegebene Kreise recht- 
winklig schneidet. 

Figur 91. 




Gegeben: P, Kreis um 0, Kreis um Q. 
Gesucht: Kreis um X. 



Analysis I. Der gesachte Kreis (Fig. 91) 
schneide den Kreis in a, Kreis Q in a,, 
60 ist: 

^OaX = ^Qa,X = 90o, 

daher sind Ca und Qa^ Tangenten an Kreis X. 
PO schneide den gesuchten Kreis in g, PQ 
in q^, so ist nach dem Tangentensatz (siehe 
Erkl. 13): 

1) OP.Off = Öa^ 



2). 



QP.Qffi= Ob\ 



Es lassen sich daher Oq nnd Qg^ als 
dritte Proportionalen zu DP und Oa hezw. 
QP und Qa^ konstruieren. Als geometrische 
Oerter far X bekommt man dann die Mittel- 
lote auf Pg und P^i. 

Die Auffindung von Oq und Q^i kann 

mit Hilfe des Kathetensatzes geschehen, wenn 

Erkl. 66. Da die Lage von Punkt q nur ^^^ ^^^^ OP und QP Halbkreise beschreibt, 

Ton P und dem Halbmesser des Kreises 0, welche die gegebenen Kreise in b bezw. \ 

nicht aber Yon Lage und Grösse des gesuchten schneiden, und von h bezw. b^ die Senk- 

Kreises abh&ngt, erhält man folgenden Lehrsatz: rechten bq bezw. bq^ auf OP und QP fällt. 
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Das Apollonische Berülirungsproblem. 



Alle Kreise, welche durch einen gegebenen Denn nach Erkl. 50 ist Dreieck P&Q bei h 

Punkt gehen und einen gegebenen Kreis recht- rechtwinklig und bq Höhe darin, also: 

winklig schneiden, gehen durch einen zweiten ^ _ ^ 

Punkt auf der Zentrale des gegebenen. 06 =0a =OP.Og (Erkl. 49). 

Das Mittellot von Pg ist parallel mit hq, 
halbiert daher nach einem bekannten Satze 
der Planimetrie die Seite P6 des Drei- 
ecks Vhq. Diese ist aber nach Erkl. 50 
Tangente an den Kreis 0. Man kann da- 
her die beiden geometrischen Oerter für den 
Mittelpunkt X des gesuchten Kreises auch 
direkt finden, ohne die Punkte q und q^ be- 
stimmen zu müssen. Doch gilt dies nur 
für den Fall, wo Punkt P ausserhalb der 
Kreise und Q liegt. 

Liegt dagegen Punkt P innerhalb eines 
der beiden Kreise, z. B. innerhalb Kreis 
(Fig. 92), so lässt sich die Konstruktion 
des geometrischen Orts ohne Zuhilfenahme 
des Punktes q aut folgende Weise erreichen: 
Man errichte auf OP in P das Lot Pd gleich 
dem Halbmesser von Kreis 0, lege von d 
an Kreis die Tangente, welche OP in f 
schneidet, und ziehe durch f die Senkrechte 
zu 0/*, so ist diese der gesuchte geometrische 
Ort. Denn wenn e der BertOirungspunkt 
von df mit Kreis ist, so sind die recht- 
winkligen Dreiecke Ofe und dfF kongruent, 
da Pd = Oe und die Winkel bei f dieselben 
sind: also ist fe = fF^ ein Kreis um f 
mit f? schneidet daher den Kreis recht- 
winklig in e; schneidet ersterer die OP in ^, 
so ist nach dem Tangentensatze: 

Öe'==OP.Og 
und nach Erkl. 1 : f Mitte von P q. 



Erkl. 67. Ein bekannter Satz der Plani- 
metrie lautet: 

Zieht man durch die Mitte einer Seite eines 
Dreiecks die Parallele zu einer zweiten Seite, 
so wird durch diese die dritte Seite halbiert, 
und das in das Dreieck fallende Stück der 
Parallelen ist gleich der halben Seite. 

Eine Umkehrung dieses Satzes lautet: 

Die Yerbindungsstrecke der Mitten zweier 
Seiten eines Dreiecks ist parallel der dritten 
Seite und halb so gross als diese. 



Figur 92. 
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(S. Erkl. 26.) Der Lehrsatz des Pythagoras 
lautet: j 

In jedem rechtwinkligen Dreieck ist das 
Quadrat der Hypotenuse gleich der Summe der 
Quadrate der beiden Slatheten. 



Erkl. 68. Aus den nebenstehenden Glei- 
chungen ergeben sich folgende Lehrsätze: 

a). Der geometrische Ort für die Spitze eines 
Dreiecks von gegebener Grundlinie, in 
welchem die Differenz der Quadrate der 



AnalysiB ü. In Figur 91 werde XP, XO, 
XQ gezogen, so ist nach dem Lehrsätze des 
Pythagoras (siehe Erkl. 26) in den Drei- 
ecken XOa und XQäj: 



XO* — Xa' =00" 

2 ^r 1 



XQ' — Xa, =Qaj 
oder wenn man Oa = r, Qa^ = r^ setzt: 

1). . . . ÖX' — PX' = r^ 



vr2 



r^2 



2). . . . QX* — PX* = r,^ 

Denkt man sich von X auf PO und PQ 
die Senkrechten Q/* und Q/^ gefällt, so ist: 

ÖX' == Ö~f -r /"X' 

px' = v~f + /"x* = p7;'+/;x= 
Qx* = q7;*+ fX\ 

daher ist: 



Aufgaben, welche mit dem Apollonischen Problem zusammenhängen. 
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Seiten gegeben ist, besteht aus einer festen 
zur Grundlinie senkrechten Geraden. 

b). Der geometrische Ort für die Mittelpunkte 
aller Kreise, welche durch einen gegebenen 
Punkt gehen und einen gegebenen £j:eis 
rechtwinklig schneiden, ist eine feste, zur 
Zentrale des Punktes senkrechte Gerade. 



Cr 2 



3). . . OX'— rx'= Of — Vf=zr'' 



4). . . QX' - rx' = qf,-~ p/;»= r,^ 

Die Punkte f und f^ sind daher unab- 
hängig von der Grösse des gesuchten Halb- 
messers und lassen sich finden, wenn man 
PO und PQ so teilt, dass der Unterschied 
der Quadrate der Abschnitte gleich dem 
Quadrate des Halbmessers wird. 

Die Senkrechten auf PO und PQ in/ 
und fi sind daher geometrische Oerter ftlr 
den Mittelpunkt des gesuchten Kreises. 



ErkL 69. Der in Erkl. 68 erwähnte geo- 
metrische Ort heisst Potenzlinie des ge- 
gebenen Punkts und des gegebenen Kreises. 
Denn sieht man den gegebenen Punkt als un- 
endlich kleinen Kreis an, so sind die Potenzen 
jedes Punktes dieser Linie für den Bj-eis 
und den Kreis P einander gleich. 

Beweis, l sei irgend ein Punkt des auf OP 
in f errichteten Lots und nach Voraussetzung: 



1). . . 

80 ist: 



daher: 

2). . , 



Of'^ — P/^ = r\ 



ÖV = 0/* -i- fl'^ 

öi^ = 57^ = r\ 



Zieht man von l an Kreis die Tangente 
l m, so ist in dem Dreieck Olm nach dem Lehr- 
satze des Pythagoras: 



3). 



Öi^ — 2m^ = r 



woraus sich Im = Fl ergibt. 

Aber nach Erkl. 43 nennt man Irn^ die 

Potenz von l m in Bezug auf Bjreis 0, / P^ die 
Potenz in Bezug auf den unendlich kleinen 
Kreis P, diese Potenzen sind somit einander 
gleich. 



Figur 93. 
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Erkl. 70. Die Potenzlinie zwischen einem 
Punkt und einem Kreis kann entweder auf die 
in der Analysis angeführte Art konstruiert wer- 
den, nämlich: wenn der Punkt ausserhalb des 
Kreises Hegt, als Senkrechte auf die Zentrale 
des Punkts durch die Mitte der von dem Punkte 
an den Kreis gelegten Tangente; oder wenn der 
Punkt im Kreis liegt, indem man durch den 
Punkt die zu seiner Zentrale senkrechte Sehne 
zieht, in deren Endpunkten die Tangenten an 
den Kreis legt und deren Mitten verbindet 
(siehe Fig. 94); oder durch die in Figur 92 an- 




86 



Das ApoUonische Berührungsproblem. 



gegebene Konstruktion, welche sicli auch wört- 
lich auf den Fall anwenden lässt, wo der Punkt 
ausserhalb des Kreises liest (siehe Fig. 95) ; oder 
endlich, gleichgültig, wo der Punkt liegt, indem 
man (Fig. 96 und 97) in dem Punkt P auf der 
Zentrale eine Senkrechte errichtet, um einen 
beliebigen Punkt i dieser Senkrechten einen 
Kreis mit Halbmesser tP beschreibt, welcher 
den gegebenen Kreis in m und n schneidet. 
Trifft dann Sehne tnn die Zentrale OV ia f, 
so ist das Lot auf Of in fdie verlangte Potenz- 
linie, denn nach dem Tangentensatze, angewendet 
auf den Hilfskreis, ist: 

f P' = fm. fn. 

Die Grösse links ist die Potenz von f in Be- 
zug auf Punkt P, die Grösse rechts die Potenz 
von f in Bezug auf den gegebenen Kreis. 



Figur 95. 
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Figur 96. 
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Figur 97. 



Figur 98. 





Konstruktion. Zeichne nach Erkl. 70 
die Potenzlinien zwischen Punkt P und jedem 
der beiden Kreise und Q. Diese Potenz- 
linien schneiden einander in X, beschreibe 
um X mit XP einen Kreis, so ist dieser 
der gesuchte (Fig. 98). 

Beweis. Es seien a und a^ je einer der 
Schnittpunkte des Kreises X mit den Kreisen 
und Q; ziehe Xa, Xa^ Oa, Qa^, so ist 
zu beweisen, dass die Winkel OaX und 
Qa^X rechte Winkel sind. Nun ist nach 
Konstruktion X ein Punkt der Potenzlinie 
z?ri8chen P und Kreis 0, sowie ein Punkt 
der Potenzlinie zwischen P und Kreis Q, 
daher ist nach Erkl. 69 nnd 70: 
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1). . . . XO^— XP*==r2 

2) XQ'—XP' = r,^ 

aber XP = Xa = Xa^ (Erkl. 1), also: 



XO'— Xa' = r2 = 0a 



XQ^— Xa,-= r,2= Qa, , 

Erkl. 71. Die ümkehrung des pytha- folglich sind nach der Umkehrung des pytha- 
goräischen Lehrsatzes lautet: goräischen Lehrsatzes die Dreiecke OaX 

Wenn in einem Dreieck das Quadrat einer «nd Qa^X bei a bezw. a^ rechtwinklig. 
Seite gleich der Summe der Quadrate der beiden 
andern Seiten ist, so ist das Dreieck rechtwmklig. Detennination. Es gibt nur e in e Lösung. 

Die Auflösung wird unmöglich, wenn der 
Punkt P in die Zentrale OQ der beiden 
Kreise fällt, oder die Kreise konzentrisch 
sind, weil dann beide Potenzlinien auf OQ 
senkrecht stehen, also einander nicht schnei- 
den. Wenn jedoch in diesem Falle die bei- 
den Potenzlinien in eine Gerade zusammen- 
fallen, so erfüllt jeder Kreis, dessen Mittel- 
punkt auf der gemeinsamen ^otenzlinie liegt, 
und der durch P geht, die Forderung der 
Aufgabe. 

Der Punkt P muss jedoch in diesem Falle 
eine ganz bestimmte Lage haben (siehe 
weiter unten: Erkl. 74). 

Anmerkong 27. Aus den beiden Gleichungen 1) nnd 2) des Beweises folgt durch 
Subtraktion: 



1) XO' — XQ' = r* — fi . 

Fällt man (Fig. 98) von X auf OQ die Senkrechte, welche OQ in ^ schneidet, 
so ist: 

ÖX^ = Ög^ + Xg^ und QX' = Q^^ + X^' (Erkl. 26). 

Setzt man diese Gleichungen in Gleichung 1) ein, so erhält man: 

2) Ö^'- Qg' =r'-r,\ 

Daraus folgt, dass Punkt g ein von dem Kreise X unabhängiger fester Punkt 
von OQ ist, und man erhält daher den in ErkL 72 ausgesprochenen Satz und zu- 
gleich eine Probelinie ftlr die Konstruktion des in Aufgabe 94 gesuchten Kreises. 

ErkL 72. Der geometrische Ort fttr die 
Mittelpunkte aller Kreise, welche zwei gegebene 
Kreise rechtwinklig schneiden, ist eine feste auf 
der Zentrale beider gegebenen Kreise senkrechte 
Gerade. 

Man nennt diese Gerade die Potenzlinie 
beider Kreise, weil jeder Punkt derselben 
gleiche Potenz in Bezug auf jeden der beiden 
Kreise hat. 

Beweis. Zieht man (Fig. 98) von einem be- 
liebigen Punkte Z der Potenzlinie die Tangenten 
Z& nnd Zh^ an beide Kreise, so ist nach An- 
merkung 27: 
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Tr2 



oder: 



OZ' — QZ' = r» — r,2, 



0Z-— r» = QZ* 



1 j 



aber in den rechtwinkligen Dreiecken OZb and 
QZ6| ist nach dem Fythagoräer: 



TrA 



-r,l 



OZ'--r» = Zfc% QZ' -ri« = Z6i% 

daher ist: _ _, « 

Z6- = Z6,', 

oder die Potenzen von Z far jeden der beiden 
Kreise sind einander gleich. 



Anmerknng 28. Die Potenzlinie zweier Kreise lässt sich auf verschiedene Weise 
konstruieren : 

1). bei zwei einander schneidenden Kreisen (Fig. 99) ist die gemein- 
same Sehne (Chorde) Potenzlinie, weshalb letztere auch Ghordale genannt wird. 
Denn sei Y ein Punkt der gemeinsamen 
Sehne ab ausserhalb der beiden Kreise, Figur 99. 

so ist Ya.Xh die Potenz des Punktes Y 
für jeden der zwei Kreise, sowie für 
jeden weiteren durch a und h gehenden 
Kreis. I^egt man von Y an Kreis und 
Q die Tangenten Yc und YCj, so ist 

Y? = Yc\^ = Ya . Yb (Erkl. 43). Da- 
her Yc == Yc<, und ein um Y mit Yc 
beschriebener Kreis schneidet Kreis und 
Kreis Q and jeden durch a und b gehen- 
den Kreis rechtwinklig. Ist h die Mitte 
von aby so ist: 

1). .. Ya.Y6 = (YÄ+>&)(YÄ— ^a6) 

= Yh'^—\Tb' = Tc\ 

es ist also Yc < Yä, der Kreis um Y mit 
Yc schneidet folglich die Zentrale OQ 
nicht. 

2). Für einen weiteren Kreis mit dem Mittelpunkt Z auf ab, welcher beide 
Kreise und Q rechtwinklig schneidet, ist ebenso: 

Zd<Zh, 

folglich schneiden die Kreise Y und Z einander nicht, wenn Y und Z auf ver- 
schiedenen Seiten von OQ liegen, weil dann ihre Zentrale grösser als die Summe 
der Halbmesser ist. 

Liegt aber Z mit Y auf der gleichen Seite von OQ, so ist: 

YZ = YÄ — ZÄ. 
Ferner ist: 




Zd'' = Zh^ 



^ab 



Yc^z=:Yh^ — -\ab\ 



daher: 

Yli^ — Zh^ = Tc^ — Zd^ oder (Yh-Zh) {Yh + Zh) = (Yc — Zd)(Yc + Zd) 

"^^^^'^ Yc-\-Zd 

Yh — Zh = YZ = {Yc — Zd)- y;^]^^-;^- 

Da nun Yc<Yä, Zd<Zh, so ist Yc + Z(«<Y/t + ZÄ, oder der Bruch rechts 
ein echter Bruch, folglich ist YZ<Yc — Yd oder als die Differenz der Halb- 
messer. Die Kreise Y und Z schneiden daher einander in keinem Falle. 

Man erhält daraus folgende wichtigen Sätze: 
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Krkl. 73. Jeder Kreis, welcher zwei ein- 
ander schneidende Kreise rechtwinklig schneidet, 
schneidet auch jeden anderen Kreis rechtwink- 
lig, welcher durch die Schnittpunkte der beiden 
gegebenen Kreise geht. 

Erkl. 74. Die Kreise, welche zwei einan- 
der schneidende Kreise rechtwinklig schneiden, 
schneiden einander und die Zentrale der ge- 
gebenen Kreise nicht. 

Anmerkting 29. 3). Wenn die zwei gegebenen Kreise auseinander liegen, 
so erhält man ihre Potenzlinie (Fig. 100), wenn man durch die Mitte einer ge- 
meinsamen Tangente die Senkrechte zur Zentrale zieht. 



Beweis. Nach Konstruktion ist ca *= 
cOiy daher die Potenzen von c in Bezug 
auf beide Kreise einander gleich; 

2 



Figur 100. 



= r- — r 

'2 r%r2 _- 



2 --:.2v ,W 2 



Ist Z irgend ein Punkt von cf, und Zb 
und Z bi die Tangenten von Z an und Q, 
so ist: 




Ö Z '— "QZ ^ = (0/*- + Z/"') — (Q f' + Z f) 



oder : 
oder : 
d. h. : 



2 __ 






Zb = Zb,. 

Ein um Z mit Zb beschriebener Kreis schneidet also beide gegebene Kreise 
rechtwinklig. 

_Ferner ist Z&^ = ÖZ* — r', aber Of>r, daher Z&^>bZ*— Ö?* oder 

Z&^ > Z/*', Z& > Z/*, der Kreis um Z mit Zb schneidet also die Zentrale (siehe 
Erkl. 25) in zwei gegen f symmetrisch gelegenen Punkten p und q (Erkl. 15). 
Um die Lage dieser Punkte zu bestimmen, ziehe Zp, so ist: 



'^ — Jw-i — 



aber: 
folglich: 



Pf' = qf' = Zp' — Zr = OZ' — r'- Zr, 

bz^ — z'f^ = of\ 

Pf' = qf = Ö?' - r\ 



Da nun die Lage von f konstant ist, so ist auch pf=qf konstant, und jeder 
Kreis, welcher die beiden gegebenen Kreise rechtwinklig schneidet, geht durch p 
und g. 



4). Wenn einer der beiden Kreise im andern liegt, so ziehe einen 
beliebigen Kreis, welcher Kreis in m und n, Kreis Q in ^ und % schneidet, 
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und fälle vom Durchschnittspnnkt Z der Sehnen mn und hi auf die Zentrale OQ 
die Senkrechte, so ist diese die Potenzlinie. 



Beweis. Im. In ist nach Erkl. 43 Po- 
tenz des Punkts l in Bezug auf Kreis 0, 
ebenso Ih ,1% die Potenz von l in Bezug 
auf Kreis Q; nach dem Sekantensatz, an- 
gewendet auf den Hilfskreis, ist aber Im, In 
= Ih . li, folglich sind die Potenzen von Z 
in Bezug auf beide Kreise einander gleich, 
oder : 



Figur 101. 



ZO' — r^= iq 



i » 




oder: 
oder: 

Von irgend einem Punkt Z seien die Tangenten Zb und Zh^ an beide Kreise 
gezogen, so ist 

ZÖ' - r' = Z/*' + 7^' - r • = Z7-'+ Q?' — r,' = ZQ^ — r^», 

aber: 

ZÖ'-r' = Z^-, ZQ'— ri* = Z&i\ 



daher: 



Zb = Zöi, 



ein um Z mit Zb beschriebener Kreis schneidet die beiden gegebenen Kreise 
rechtwinklig. 

Es ist Zb^ = ZÖ^—r\ aber 0/*>r, daher Zö^>ZÖ*— Ö/' oder Z6'>Z/'^ 
Z& > Z/*, d. h. der Kreis um Z schneidet die Zentrale in p und q, welche gegen 
f symmetrisch liegen. £s ergibt sich wie bei 2), dass die Lage der Punkte p und 
q konstant ist, und man erhält daher den Lehrsatz: 

Erkl. 75. Alle Kreise, welche zwei einander 
nicht schneidende Kreise rechtwinklig schneiden, 
gehen durch zwei feste Punkte der Zentrale 
jener beiden Kreise. 

Anmerkung 30. Die in Anmerkung 29, 4) gezeigte, in Fig. 101 dargestellte Kon- 
struktion der Potenzlinie ist fdr alle Lagen beider Kreise gegen einander anwendbar. 



Aufgabe 95. Einen Kreis zu zeichnen, 
welcher durch einen gegebenen Punkt Gegeben: P, Kreis um 0, Kreis um Q. 
geht und zwei gegebene Kreise halbiert. Gesucht: Kreis um X. 

Analysis. Der gesuchte Kreis X (Fig. 102) 
schneide die Kreise und Q nach den Durch- 
messern ab und a^b^^; dann sind XOa und 
XQa^ rechtwinklige Dreiecke. Es sei der 
Halbmesser von Kreis = r, der von 
Kreis Q = r^, dann ist nach dem Pytha- 
goräer: 



ÖX' = aX'— r^ = PX' - r* 
QX'=ä;x'- V^= PX'— r,S 



Aufgaben, welche mit dem Apollonischen Problem zusammenhängen. 
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daher: 




VX^—OX'z^r- 



PX2— QX' = ri^ 



Krkl. 76. Der geometrische Ort fQr die 
Mittelpunkte aller ^eise, welche durch einen 
gegebenen Punkt gehen und einen gegebenen 
Kreis halbieren, ist eine feste zur Zentrale des 
Punktes senkrechte Gerade. 

Man erhält dieselbe als Potenzlinie zwischen 
dem Mittelpunkt des gegebenen Kreises und 
einem Hilfskreis um den gegebenen Punkt mit 
dem gegebenen Halbmesser. 

Sie liegt daher gegen die Potenzlinie zwischen 
dem gegebenen Punkt und dem gegebenen Kreis 
symmetrisch gegen das Mittellot der Zentrale 
d^ gegebenen Punktes als Axe. 

Figur 103. 



1) 

2) 

Diese Gleichungen haben fast die gleiche 
Form wie die Gleichungen 3) und 4) in der 
Analysis von Aufgabe 94, mit dem Unter- 
schiede, dass hier Minuend und Subtrahend 
vertauscht sind, d. b. also: denkt man sich 
um P einen Kreis mit dem Halbmesser r 
beschrieben und die Potenzlinie zwischen 
Punkt und diesem Hilfskreis konstruiert, 
so entspricht dieselbe der Gleichung 1); 
denkt man sich femer um P mit r^ einen 
zweiten Hilfskreis beschrieben und die Po- 
tenzlinie zwischen diesem und Punkt Q ge- 
sucht, so genügt jeder Punkt X derselben 
der Gleichung 2). 

Damit sind zwei geometrische Oerter für 
den gesuchten Mittelpunkt gefunden. 




Konstruktion. Beschreibe (Figur 102 
und 103) um P zwei Hilfskreise mit den 
Halbmessern von Kreis nnd Q (der erstere 
werde als grösser vorausgesetzt). Ziehe die 
Potenzlinie zwischen Punkt und dem grös- 
seren, sowie diejenige zwischen Punkt Q 
und dem kleineren Hilfskreis. Beide Hilfs- 
potenzlinien schneiden einander in X, be- 
schreibe um X einen Kreis mit Halbmesser 
XP, dieser ist der gesuchte. (Die Kon- 
struktion der Potenzlinie ist in Figur 102 
durch Halbieren der Tangente, in Figur 103 
bei Punkt nach Figur 95, bei Punkt Q 
nach Figur 96 ausgeführt.) 



Beweis. Kreis X schneide Kreis in a 
und 6, ziehe Xa, X5, Oa, Ob, XO. 

Da X ein Punkt der Potenzlinie zwischen 
Punkt und dem Hilfskreis um P mit Halb- 
(S. ErkL69.) Die Potenzlinie zwischen einem messer r ist, so ist nach Erkl. 69: 
Punkt P und einem Kreis ist der geometrische 
Ort für alle Punkte X, für welche: 1). . . . 



CTTTI 



XP-— XO'=r' 



OX^— PX' = r2 ist. 



aber nach Erkl. 1 ist Xa = X6 = XP, 
daher: 



2) Xa — Xü*=r'^Oa* 

3) Xft'— XO'^r'irLÖft* 
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also sind nach der Umkehrung des Pytha- 
gorfters (siehe Erkl. 71) die Dreiecke XOa 
und XOb bei rechtwinklig, also Winkel 
aOft=180o, daher ab Durchmesser von 
Kreis 0. 
Analog ist der Beweis für Kreis Q. 

Determination. Es gibt nur einen Kreis, 
welcher der Aufgabe genügt. 

Die Aufgabe wird unmöglich, wenn die 
beiden Hilfspotenzlinien parallel werden, 
d. h. wenn P auf der Zentrale OQ liegt, 
oder wenn die Kreise und Q konzentrisch 
sind. 

Wenn jedoch beide Hilfspotenzlinien in 
eine zusammenfallen, so ist jeder Punkt der- 
selben Mittelpunkt eines Kreises, welcher 
Kreis und Kreis Q halbiert. In diesem 
Falle mnss jedoch p eine ganz bestimmte 
Lage haben. 



Anmerknng 31. Aus den beiden Gleichungen 1) und 2) der Analysis folgt: 
QX^ 



1). 



2- ^2 



OX* = r' 



Diese Gleichung hat dieselbe Form wie die Gleichung 1 von Anmerkung 27, 
mit dem Unterschied, dass links die Punkte und Q vertauscht sind. Es liegt 
daher X auf der Potenzlinie derjenigen Hilfskreise, welche um jeden Mittelpunkt 
mit dem Halbmesser des andern Kreises beschrieben sind. Daraus bekonunt man 
eine Probelinie für die Konstruktion und den in Erkl. 77 ausgesprochenen Satz: 

Erkl. 77. Der geometrische Ort für die 
Mittelpunkte aller Kreise, welche zwei gegebene 
Kreise halbieren (nach dem Durchmesser schnei- 
den), ist eine feste, auf der Zentrale der ge- 
gebenen Kreise senkrechte Gerade. Sie liegt 
symmetrisch gegen die Potenzlinie beider Kreise 
für das Mittellot der Zentrale als Axe. 



Figur 104. 



Anmerknng 32. Man kann den in Erkl. 77 erwähnten geometrischen Ort noch auf 
andere Weise erhalten: Ziehe die 
beiden zu OQ senkrechten Durch- 
messer: ah durch 0, Uibi durch 
Q, und lege durch a und a^ einen 
Kreis, dessen Mittelpunkt /* in Q 
fällt, so geht derselbe nach Erkl. 
15 auch durch b und 5^, schneidet 
also beide Kreise nach dem Durch- 
messer, und f ist Schnittpunkt des 
gesuchten geometrischen Orts mit 
OQ. Die Senkrechte auf OQ durch 
f ist daher der gesuchte geometri- 
sche Ort. 
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Anmerkang 33. Der in Anmerkung 32 erwähnte Kreis um f (Fig. 104) schneide 
die Zentrale OQ in den Punkten p und g; irgend ein anderer Kreis, dessen Mittel- 
punkt X auf dem gesuchten geometrischen Ort liegt, schneide Kreis nach dem 
Durchmesser d e, Kreis Q nach dem Durchmesser di e^, so ist nach dem Pythago- 
räer im Dreieck dX: 

Xd^ = ÖX^ + Öd' = ÖX^ + Öä^ 
aber im Dreieck 0/*X ist: 

öx* = o7^+x7^ 

und im Dreieck Oaf: 

daher ist: 

Xd^ = Öf^+Xf^ + fp^ — Öf^ 

= XfWf]^\ 

Zieht man Xp, so gibt das rechtwinklige Dreieck Xfp: 

x^' = x7H/>', 

es ist somit: 

Xd==Xp, 

d. h. der Kreis um X geht durch p^ also -auch durch q nach Erkl. 15. 

Erkl. 78. Alle Kreise, welche zwei gegebene 
Kreise gleichzeitig halbieren, gehen durch zwei 
feste Punkte auf der Zentrale der gegebenen 
Kreise. 



Aufgabe 96. Einen Kreis zu zeichnen, 

welcher durch einen gegebenen Punkt Gegeben: P, Kreis um 0, Kreis um Q. 

geht und von zwei gegebenen Kreisen ^ i_. rr . ^ 

halbiert wird. Gesucht: Kreis um X. 

Analysis. Der gesuchte Kreis X (Fig. 105) 
werde von Kreis nach dem Durchmesser 
ah, von Kreis Q nach dem Durchmesser a^ 5^ 
geschnitten. 

Man ziehe Oa, OX, Qa,, QX, PX, PO, 
PQ, so sind die Dreiecke OaX und Qa^X 
als die Hälften von gleichschenkligen Drei- 
ecken rechtwinklig; es ist daher nach dem 
Lehrsatze des Pythagoras: 



OX* = Oa'— Xa = Oa — XP* 

QX' = Q^^2— X^' = Qa,'- XP' 

oder wenn man den Halbmesser des Kreises 
mit r, den von Kreis Q mit r^ bezeichnet: 

1). . . . XP'+OX' = r^ 



2). . . . XP'+QX' = r,*. 

Nun ist X die Spitze der Dreiecke OPX 
und QPX und die Aufgabe wäre gelöst, 
wenn man einen geometrischen Ort für die 



^ 
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Figur 105. 




Spitze eines Dreiecks kennen wflrde, in wel- 
chem die Grundlinie (DP bezw. QP) sowie 
die Summe der Quadrate der beiden anderen 
Seiten gegeben ist. 

Dieser geometrische Ort lässt sich aber 
folgendermassen finden: 

Es werde zur Abkürzung OP = 2a, 
VXz=x, OX = y, QP=26, QX = 5 
gesetzt. 

OP sei in c, QP in c^ halbiert und die 
Schwerlinien Xc und Xc^ der Dreiecke 
XOP und XPQ mit f bezw. t^ bezeichnet, 
dann ist Oc = Pc = a, Qc^ = Pc^ = h. 
Von X fälle man auf OP und QP die Lote 
Xd bezw. Xd^. Dann ist in dem spitz- 
winkligen Dreiecke OXc nach dem verall- 
gemeinerten Satze des Pythagoras (siehe 
Erkl. 79): 



3). 



y2=:a*-j-^2_2a.crf. 



Erkl. 79. Der yerallgemeinerte Lehrsatz des 
Fythagoraa lautet: 

In jedem Dreieck ist das Quadrat einer Seite 
gleich der Summe der Quadrate der beiden 
anderen Seiten, vermindert oder vermehrt um 
das doppelte Rechteck aus einer der letzten 
Seiten und der Projektion der anderen auf sie, 
je nachdem der Gegenwinkel der ersten Seite 
ein spitzer oder ein stumpfer ist. 



ErkL 80. Der geometrische Ort für die 
Spitze eines Dreiecks von bekannter Grundlinie 
und gegebener Summe der Quadrate der beiden 
anderen Seiten ist ein Kreis um die Mitte der 
Grundlinie mit festem Halbmesser. 

Erkl. 81. Der geometrische Ort für die 
Mittelpunkte aller &eise, welche durch einen 
gegebenen Punkt gehen und von einem gegebenen 
Kreis halbiert werden, ist ein Kreis um die Mitte 
der Zentrale des gegebenen Punktes mit festem 
Halbmesser. 



Femer in dem stumpfwinkligen Dreieck PXc: 
4). . . . x^=a^^t^+2a.cd. 

Aus 3) und 4) folgt durch Addition: 
5). . . . a;2+y2=2a2+2<', 

ebenso folgt aus den beiden Dreiecken QXc^ 
und PXc^: 

6). . . . a:'+;8f' = 26^+2f,^ 

Setzt man die angegebenen Bezeichnungen 
in die Gleichungen 1) und 2) ein, so lauten 
dieselben: 

7). . . . x'+y''=r\ 

8). . . . a;'+JBr' = r,^ 

Diese Gleichungen, verglichen mit 5) und 6) 
ergeben: 

9). . . <2=i(r»— 2a^)=:|r^-a% 

10). . . t,^= i (ri^-26)2 = ^r,'— h\ 

Damit sind die Längen der Schwerlinien 
bekannt, und der geometrische Ort für die 
Spitze des Dreiecks ist ein Kreis um die 
Mitte der Grundlinie mit dieser Länge. 

Die Grössen t und t^ lassen sich nach 
dem Lehrsatze des Pythagoras als Katheten 
von rechtwinkligen Dreiecken zeichnen mit 

den Hypotenusen y o" • *" ^®2:w. y -k'^x 
und den anderen Katheten a bezw. h. Die 

Grössen y y • r und y ^- - r^ sind die 

halben Diagonalen von Quadraten mit den 
Seiten r oder r^, oder die ganzen Diagonalen 
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(S. ErkL 26.) Lehrsatz des Pythagoras: 

Das Quadrat der Hypotenuse ist gleich der 
Summe der Quadrate der Katheten. 

Angewendet auf das rechtwinklig -gleich- 
schenklige Dreieck lautet er: 

Die Hypotenuse im rechtwinklig-gleichschenk- 
ligen Dreieck yerhält sich zur Kathete wie: 

V2:l = l:iY2. 



Figur 106. 




Ton Quadraten mit den Seiten \r und ^ r^, 
oder die halben Quadrantensehnen der Kreise 
und Q (siehe Kleyer-SachSt Lebrb. d. 
Planim.). 

Konstruktion. Ziehe (Fig. 106) PO, 
welche den Kreis in n schneidet, halbiere 
P in c, errichte auf PO in c und Lote, 
das zweite schneidet den Kreis in m, 
fälle von auf Sehne nm das Lot Ol und 
beschreibe mit demselben um einen Kreis, 
welcher das in c errichtete Lot in i schneidet, 
beschreibe um c mit ci einen Hilfskreis. Yjer- 
fahre ebenso mit Kreis Q. 

Die beiden Hilfskreise um c und c^ schnei- 
den einander in den Punkten X und Y, be- 
schreibe um X mit XP, um Y mit YP Kreise, 
so sind diese die gesuchten. 



Beweis. Kreis X schneide Kreis in a 
und b, ziehe Oa, 0&, OX, PX, cX, so ist 
nach dem Pythagoräer: 



1) mn = Om + On = 2r\ 

Da Omn nach Konstruktion ein rechtwink- 
liges gleichschenkliges Dreieck ist, so ist: 

OZ = ^mn, 
folglich: 

Or == Of = ^mn =^r^. 

Nach dem Pythagoräer ist im Dreieck Oei: 



-.2 



— - •> 



— i^2^a\ 



2) ci = cX' = Oi'- Oc =^r 

Fälle XdJ-OP, so ist nach dem allge- 
meinen Pythagoräer in den Dreiecken OcX 
und PcX: 



[^2 



0X*= ()c^+cX'+2,0c.cd 



^2 
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PX'= Pc^+cr-2.Pc.crf. 

Da aber Oc = Pc = a, so findet man durch 
Addition : 



OX*+PX- = 2a-+2cX 
oder wegen Gleichung 2): 



r^2 



0X2+ p X* = 2a^+ 2 (|r2 - a'') 



oder: 



3) OX'+PX* = r\ 

aber nach Erkl. 1 ist PX = Xa= XZ», da- 
her ist: 
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4) OXV Xa* = H = Üa' 

5) ÖX'-r X6* = r= = b-. 

Nach der Umkehmng des Pjthagorfters 
(siehe ErkJ. 71) sind also die Dreiecke OXa 
und 0X6 bei rechtwinklig, also Winkel 
a()b = 180<>, ab Durchmesser von Kreis X. 

Ebenso wird bewiesen, dass Kreis X Ton 
Kreis Q nach einem Durchmesser geschnitten 
wird. 



V- 



Es gibt im allgemeinen 
zwei Kreise, welche der Aufgabe genflgen, 
da die HUfskreise einander in zwei Punkten 
schneiden können. 

Unerlässliche, aber nicht ausreichende 
Bedingung far die Möglichkeit der Aufgabe 
ist, dass die beiden Kreise und Q ein- 
ander schneiden, denn aus den Gleichungen 1) 
und 2) der Analysis folgt, dass: OX<r 
und QX < r^, also Punkt X innerhalb der 
beiden Kreise liegen muss. Ausserdem müssen 
die Kreise um O und Q mit Ol bezw. Q/^ 
die Mittellote von OP bezw. QP schneiden, 

also OZ > a, Q?i > & oder y y • rya, 

OQ < 2 .Q?i sein, d. h. der Punkt P darf 
von dem Mittelpuukte keines der beiden 
Kreise um mehr als seine Quadrantensebne 
entfernt sein. 
(S. Erkl. 24.) Zwei Kreise schneiden ein- Damit die beiden Hilfskreise einander 
ander, wenn ihre Zentrale grösser als die Summe, schneiden, ist nötig, dass: 
aber kleiner als die Differenz der Halbmesser ist 

cc^'yci — ci^^ oder >ci\ — c* 

und 

cCj <.ci + c\ 
sei. 
Aber cc^ ist Mittelparallele im Dreiecke 

OPQ, daher nach Erkl. 67 = j^OQ, es 
muss somit: 

ci-f- cii>|^OQ > et — ci\ (oder Cfj— ci) 

sein. 

Bezeichnet man OQ durch c und setzt 
die Werte von ci und ci^ in diese Unglei- 
chungen ein, so erhält man: 



Man erhält nur eine Lösung, wenn ent- 
weder: 
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Preisgekrönt in Frankhirt a, M, 1881, 

PROSPEKT. 

Dietei W«rk, welchem kein fthnlicheB lur Seite Bteht, enchefnt monatiücli in 
fleften ni dem blllliceii Preise ron 25 ^ pro Heft nnd bringt eine Sammlang der wichtig- 
sten nnd praktiBchsten Aufiraben ans dem 6esamtfr<^biete der Mathematik, Phjslky 
Mechanik, math, ßeoicraphle, Astronomie, des Maschinen«, Straaaon«, Eigenbahn-, 
Brücken- nnd Hochbanes, des konstniktlTon Zeichnens etc. etc. und iwar in Tollstlndl^ 
gelffHter Form, mit rlelen Flirnren, Erklftmnfrcn nebst Angabe nnd Entwlekelnng der 
benntrten Afttse, Formeln« Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die LOsnng 
{edermann verst&n^ilich sein kann, bezw. wird, wenn eine grSssere Aniahl der Hefte er- 
schienen ist. da dieselben sich In Ihrer Gesamtheit eri^naen and alsdann aadi alle 
Teile der reinen and angewandten Mathematik — nach besonderen selbst&ndigen Kapi- 
teln angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von nngelSsten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen LOsong (in analoger Form, wie die besOglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
ttberlassen bleiben, nnd sa^leich von den Herren Lehrern ftlr den Schulunterricht benutit 
werden können. — Die LSsnngen hierzu werden später in besonderen Heften fAr die Haod dea 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, InhaltsTeneich- 
nls, Berichtignngen und erlintomde Erkllmngen über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 
. Das Werk behandelt lunftchst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes folgender Schulen: Realschnlen I. nnd II. <hrd., gleich- 
berechtigten hSheren Bnrgerschulen, Prlyatscbulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gjmnasien , 8chnllehrer - Seminaren , Polytechniken , Techniken , Bangewerkschnlen, 
Gewerbeschnlen, Handelsschnlen, techn. Torbereitnngsschnlen aller Arten, gewerbliche 
Fortblldnngsschnlen, Akademien, ünlTersitftten , Land- nnd Forstwlssenschaltsschnlen, 
Mllltftrschnlen, Torbereitnngs- Anstalten aller Arten als i. B. für das ElnJUirig-Frel- 
willige- nnd Offlzlers-Examen, etc. 

Die Schnier, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen nnd 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Schritt für Schritt gelSste, Aufgabmi- 
sammlung Immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien eta 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum nnfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeiirt, welche sie bei ihren Prüftangen zu lOsen haben, zugleich aber auch 
die llberans grosse Fruchtbarkelt der mathematischen Wissenschaften vorgeftihrt 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine krifUge Stiltie für den. Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — anm Anfl5sen TOn Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
abrigt werden kann, hiermit aber dem SchQler bei seinen häuslichen Arbeiten eine toU- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu 19sen, die ge- 
habten Regrein, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu rerwerten. Lust, Liebe 
und Terst&ndnis für den Schul-Ünterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenienren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Mllltän 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Anff^ischnng der erworbenen und rielleicht yergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Bernfii« 
zweigen rorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft Tcrleihen nnd 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Terwertnngen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige nnd praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
▼erbreitet — Wflnsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Yerfkaaer, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. H Fischerfeldstrasse 16,* entgegen und wird deren Erledignnf 
thnnlichst berflcksichtigt 

Stattgart Die Terlagsbandliuig^ 
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oder: 






ist (siehe Erkl. 10). 

Anmerkung 34. Durch Subtraktion der Gleichungen 1) und 2) der Analysis er- 
hält man: , , 

OX*-QX^ = r» — r,2. 

Die Yergleichung mit der Gleichung der Potenzlinie (siehe Anmerkung 27) zeigt, 
dass der Mittelpunkt des gesuchten Kreises auf der Potenzlinie der gegebenen 
Kreise, also auf der gemeinsamen Sehne derselben (siehe Anmerkung 28) liegt, 
man erhält daher folgenden Satz: 

Erkl. 82. Wird ein Kreis Ton zwei anderen 
Kreisen halbiert, so müssen die beiden letzten 
Kreise einander schneiden, und ihre Schnitt- 
sekante ist geometrischer Ort ffir den Mittel- 
punkt des ersten Kreises. 



Aufgabe 97. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher durch einen gegebenen Punkt 
geht, einen gegebenen Kreis rechtwink- 
lig schneidet und einen andern gegebe- 
nen Kreis halbiert. 



Gegeben: P, Kreis um 0, Kreis um Q. 
Gesucht: Kreis um X. 

Analysis. X sei Mittelpunkt des ge- 
suchten Kreises, die Halbmesser von Kreis 
und Kreis Q seien r und r^. 

Da Kreis rechtwinklig geschnitten wird, 
muss nach Aufgabe 94 Analysis II, sein: 



.r2 



1). . . . OX — PX' = r^ 

Da Kreis Q halbiert wird, muss nach Auf- 
gabe 95, Analysis, sein: 



2). . . . PX -QX* = V. 

Durch Addition beider Gleichungen folgt: 



Erkl. 88. Der geometrische Ort für 
die Mittelpunkte aller Kreise, welche 
von zwei gegebenen Kreisen den einen 
rechtwinklig schneiden, den andernhal- 
bieren, ist eine feste, zur Zentrale der ge- 
gebenen Kreise senkrechte Gerade. 



3). . . . OX'-QX' = r'-|-r,'. 

Unter Berücksichtigung von Erkl. 68 a) folgt 
daraus, dass ein geometrischer Ort für X 
eine auf OQ senkrechte feste Gerade ist 
Den Fusspunkt dieser Senkrechten kann 
man ünden, wenn man im Kreis Q den zu 
OQ senkrechten Durchmesser zieht und den 
Mittelpunkt desjenigen Kreises sucht, welcher 
durch die Endpunkte dieses Durchmessers 
geht und Kreis rechtwinklig schneidet. 
Oder auch in folgender Weise: g sei der 
Fusspunkt, dann ist: 

4) ^Ö'-^' = r^ + r,' 

oder: 



I 

i 
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aber: 

also: 
5). . 






es ist also die Differenz der Abschnitte ^0 
and gQ dritte Proportionale zor Zentrale und 

zu V^r'+r^^. Die letztere Grrösse ist die 
Hypotenuse eines rechtwinkligen Dreiecks 
mit r und r^ als Katheten. 

Als weitere geometrische Oerter far X 
erhalt man die Potenzlinie zwischen P und 
Kreis und den in Erkl. 76 angefahrten 
geometrischen Ort, welcher zur Potenzlinie 
zwischen P und Kreis Q symmetrisch io 
Bezug auf das Mittellot von PQ liegt. 



Figur 107. 




(S. Erkl. 71.) Die Umkebrung des pytha- 
gor&ischen Lehrsatzes lautet: 



i. Ziehe (Fig. 107) PO und 
PQ, ziehe von P an Kreis O die Tangente 
Pm und falle von ihrer Mitte r das Lot rf 
auf PO; beschreibe um P einen Hilfskreis 
mit Halbmesser r^, lege an ihn von Q aus 
die Tangente Qn^ und fSlle von ihrer 
Mitte r^ auf PQ das Lot r^f^. Die beiden 
Lote schneiden einander in X, beschreibe 
um X einen Kreis mit XP, so ist dieser 
der gesuchte. 

Zur Probe ziehe OQ, welche Kreis 
in c schneidet, errichte auf OQ in c die 
Senkrechte ch •=• ri, beschreibe um mit OA 
einen Kreis, weleher einen über OQ beschrie- 
benen Halbkreis in i trifft; f&lle 1 2 -L OQ 
und trage von der Mitte m der OQ aus 
^02 gegen Q hin nach g. Errichte auf OQ 
in g eine Senkrechte, so geht dieselbe durch X. 
Oder einfacher: Ziehe den zu OQ senk- 
rechten Durchmesser däy^ von Kreis Q, lege 
von ä an Kreis die Tangente Oe und 
fälle von ihrer Mitte A; auf dO die Senk- 
rechte, welche OQ in ^ schneidet. 

Bev^eis. Nach Konstruktion und nach 
Aufgabe 94 ist rf Potenzlinie zwischen P 
und Kreis 0, X liegt auf ihr, also ist: 

1) 0X-— PX^ = r-. 

Kreis X schneide Kreis in a, so ist: 

Xar=XP, Oa=r, 
also: 



OX*— Xa =0a, 
daher ist nach der Umkehrung des Pytha- 



Wenn in einem Dreieck das Quadrat einer goräers das Dreieck X a bei a rechtwinklig. 
Seite gleich der Summe der Quadrate der beiden Femer ist nach Konstruktion ty f^ Potenz- 
andem Seiten ist, so ist das Dreieck rechtwinklig, linie zwischen Punkt Q und dem HUfskreis 
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um P (siehe Erkl. 70). Punkt X liegt auf 
ihr, folglich ist: 



2) PX^— QX* = n^ 

Kreis X schneide Kreis Q in & und ht, 
ziehe X&, X\j Q6, Q^^, dann ist: 

Xh = Xh, = XP, Q6 = Qb, = r,, 
also: 

X&' — XQ^ = QT* 



X6, — XQ*= Qb, 

Die Dreiecke XQ& und XQ&t sind also 
nach der Umkehrung des Pythagoräers bei Q 
rechtwinklig, also <^ 6Q ft^ = 180^, bb^ Durch- 
messer von Kreis Q. 

Beweis der ersten Probe, ch = r^, 
Co = r, daher nach dem Pythagor&er: 



OÄ* = r* + r,^ Oi = OÄ (Erkl. 1), 

also: 

Oi' = r' + r,l 

Das Dreieck OQ« ist rechtwinklig (siehe 
(S. Erkl. 50.) Der Peripheriewinkel des Halb- Erkl. 50), il ist Höhe darin, folglich ist 
kreises ist ein Hechter. nach dem Kathetensatze: 

Öi' = OQ.OZ. 

Ol ist nach Konstruktion = 2 . mg = 
(0^— Q^); OQ = Og + Qg, folglich: 

r^ + r,' = {Og + Qg)(Og-qg) 
oder: 
3) r2+V = 0(7'-Q^^ 

aber durch Addition von 1) und 2) folgt: 



4) r^+r,'=OX -QX^ 

folglich liegt X auf der Senkrechten zu Q 
durch g. 

Beweis der zweiten Probe. Nach 
Konstruktion ist Jcg Potenzlinie zwischen 
Punkt d und Kreis (siehe Erkl. 70), folg- 
lich ist: 

aber nach dem Pythagoräer ist: 



folglich : 
u. s. w. 
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Determination. Es gibt nur eine Lö- 
sung, aasgenommen yfenn die Geraden rf 
und Tj f^ parallel werden, was nur der Fall 
sein kann, wenn P auf OQ liegt. In diesem 
Falle gibt es entweder keine Lösung, oder, 
wenn beide Geraden in eine einzige und 
zwar mit ^X zusammenfallen, unzählige 
Kreise, welche der Bedingung der Aufgabe 
genügen. Punkt P muss in diesem Falle 
eine ganz bestimmte Lage haben. 

Anmerkung 35. Kreis X schneide OQ in p und q, so ist nach Gleichung 1) des Beweises: 
1) ÖX^— ^X* = r^ 



aber: 






folglich: 

2) Ö^^ — ^^ = r^ oder ^' = Ö^' — r'. 

Ebenso folgt aus Gleichung 2) des Beweises: 

3) ^'~QX' = r^^ 

aber: 



pX'=gX'+pg\ 

QX' = ^^ + Q^', 
folglich: 

4) Pg^-Qg^ = r,' oder^' = Q^' + r,l 

Die zwei Gleichungen 2) und 4) beweisen, dass die Grösse pq nur von kon- 
stanten Grössen abhängt, daher erhält man den in Erkl. 84 ausgesprochenen Satz: 

ErkL 84. Alle Kreise, welche einen ge- 
gebenen Kreis rechtwinklig und einen 
zweiten gegebenen Kreis nach dem Durch- 
messer schneiden, gehen durch zwei feste 
Punkte der Zentrale der beiden gegebenen Kreise. 

Anmerknng 36. Würde die Aufgabe vorliegen, einen Kreis zu zeichnen, welcher 
durch P geht, von Kreis halbiert wird und Kreis Q halbiert, so würde 
man aus Aufgabe 96 und 95 die Gleichungen: 

PX^ + ÖX' = r* 

PX^-QX' = r,* 

erhalten, woraus sich durch Subtraktion die Gleichung: 

1). ÖX' + QX* = r'-r/ 

ergibt. Die Analogie dieser Gleichung mit Jeder der Gleichungen 1) und 2) von 
Aufgabe 96 beweist (vergl. auch Erkl. 79), dass der geometrische Ort für den 
Mittelpunkt des gesuchten Kreises ein Kreis um die Mitte von OQ mit be- 
kanntem Halbmesser ist. Um den letzteren zu finden, hat man in Gleichung 1) 
von Aufgabe 96: durch Q und r' durch r'^^-r^^ zu ersetzen, dann gibt die 
daraus hervorgehende Gleichung 9) von Aufgabe 96 für den Halbmesser t des 
geometrischen Orts: 
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2). . . . /2 = |(r'-r,2)-a^ = ^(r» + r,2)-(a' + 0, 

wo a die halbe Zentrale OQ bedeutet. Die Grösse lässt sich dann sehr einfach 
konstruieren: 

Ziehe (Fig. 108) den Halbmesser Qa X 
OQ und halbiere OQ in m, so ist ma^ nach 

dem Pythagoräer = ?nQ* + Qa^=a^ + r^'. 
Errichte im Endpunkte h des Halbmessers 
Oh auf diesem das Lot &o = r^ so ist: 



Figur 108. 




Erkl. 85. Der in der vorhergehenden An- 
merkung bewiesene Satz lautet: 

Der geometrische Ort für die Mittel- 
punkte aller Kreise, welche einen ge- 
gebenen Kreis halbieren und von einem 
gegebenen Kreis halbiert werden, ist ein 
fester Kreis um die Mitte der Zentrale der ge- 
gebenen Kreise. 



2 — ^2 



Oc' = Oh''^hc' = r^'\-r,\ 

Halbiere Oc in d^ errichte auf Oc in d das 
Lot e^e = yOc, so ist: 

Oe^ = ce^ = Te'^^'dV = 2. Jc* = 
2.iOi' = i(r' + n'), 

mache mfA_ OQ und gleich m a, beschreibe 
um f einen Kreis mit Oe, der OQ in ^ 
schneidet, so ist: 



mg = gf'^ — mf = e"^ = ma = 

i(H+n^)-(a' + n») = ^^ 



Anmerkung 37. Auf ähnliche Weise wie in Anmerkung 36 erhält man auch für die 
Mittelpunkte solcher Kreise, welche den einen von zwei gegebene-n Kreisen 
rechtwinklig schneiden und vom anderen halbiert werden, einen geo- 
metrischen Ort aus den zwei Gleichungen: 

ÖX ^ — P X * = r' (siehe Aufgabe 94), 

QX' + PX' = ri» (siehe Aufgabe 96), 

Aus diesen Gleichungen folgt durch Addition: 

1) OX^ + ÖX* = r^^-r,^ 

also ist der gesuchte geometrische Ort nach Erkl. 80 ein Kreis um die Mitte von 
OQ; für den Halbmesser t derselben erhält man aus Gleichung 9) von Aufgabe 96 
die Gleichung: 



2). 



t^= i(r' + rr)-a\ 



ErkL 86. Aus Anmerkung 37 geht hervor: 

Der geometrische Ort für den Mittel- 
punkt aller Kreise, welche einen ge- 
gebenen Kreis rechtwinklig schneiden 
und von einem zweiten gegebenen Kreis 
halbiert werden, ist ein fester Kreis um die 
Mitte der Zentrale der gegebenen Kreise. 
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Aufgabe 98. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher durch zwei gegebene Punkte 
geht und eine gegebene Gerade nach 
einer Sehne von gegebener Länge schnei- 
det. 



Gegeben: P, Q, G, s. 
Gesucht: Kreis um X. 



Figur 109. 
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Figur 111, 




Analys». Der gesuchte Kreis X (Fig. 109 
und HO) schneide die Gerade G in 6 und c 
so, dass hc = s sei. PQ schneide G in a, 
so ist in Figur 109, wo P und Q auf der- 
selben Seite von G liegen, nach dem Se- 
kantensatze, in Figur 110, wo P und Q 
durch G getrennt werden, nach dem Sehnen- 
satze: 



!)• 



aP.aQ = ab,ac. 



Es sind also die zwei Strecken a b und ac 
so zu suchen, dass ihr Rechteck =: aP.aQ 
und in Figur 109 ihre Differenz, in Figur HO 
ihre Summe = s wird. Diese Hilfsaufgabe 
lässt sich mit Hilfe des Sekanten- oder 
Sehnensatzes ausftihren, wenn man durch P 
und Q einen beliebigen Kreis legt, dessen 
Durchmesser grösser als s ist und in diesem 
Kreis durch a eine Sekante (Sehne) so zieht, 
dass die zugehörige Sehne == s wird; dann 
sind die Abschnitte ar und as dieser Sekante 
(Sehne) gleich den Strecken ah und ac. 



Konstruktion. Lege (Fig. Hl und 112) 
durch P und Q einen beliebigen Kreis mit 
Mittelpunkt 0, dessen Durchmesser grösser 
als 8 ist, lege in denselben die Strecke $ 
beliebig als Sehne hinein, etwa r= Qm; 
beschreibe um einen Hilfskreis, welcher 
Qm berührt und lege an diesen Hilfskreis 
von dem Durchschnittspunkt a der Geraden G 
und der Yerbindungsgeraden PQ aus eine 
Tangente, welche den grösseren Kreis um 
in r und s schneidet. Mache auf G die 
Strecken ab und abi = ar und lege durch 
P, Q, b und P, Q, b^^ Kreise, so sind diese 
die gesuchten. 



Aufgaben, welche mit dem Apollonischen Problem zusammenhängen. 
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Figur 112. 
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Erkl. 87. In demselben Kreis oder in glei- 
chen Kreisen haben gleiche Sehnen gleiche 
Mittelsenkrechten und umgekehrt, oder: Zieht 
man an den Inneren zweier konzentrischer Kreise 
Tangenten, so sind ihre in den grösseren Kreis 
fallenden Abschnitte einander gleich. 



Beweis. G schneide den Kreis X in c, 
den Kreis Y in c^, dann ist in Figur 111 
nach dem Sekantensatz, in Figur 112 nach 
dem Sehnensatz, angewendet auf die Kreise 
X und Y: 

1). . . . a5.ac = a&i .aCi= aP.aQ; 

nach den gleichen Sätzen, angewendet auf 
den Kreis 0, ist: 

2). . . . aP. aQ = ar. as, 

also ist: 

3). . . . a& . ac = a&i . aCj = ar . as. 

Nun ist nach Konstruktion: 

4). . . . a& = ah^ = ar. 

Aus 3) und 4) folgt also: 

5). . . . ac = ac, = as. 

Aus 4) und 5) folgt in Figur 111 durch 
Subtraktion, in Figur 112 durch Addition: 

6), , . , bc z= ft^Cj = rs. 

Nun berühre der konzentrische Hilfskreis 
'Um die Sehne rs in t, die Sehne Qm 
in n, so stehen 0^ und On senkrecht auf 
den zugehörigen Sehnen (siehe Erkl. 10), 
sind also Miltellote derselben (siehe Erkl. 15), 
da aber Ot = On (siehe Erkl. 1), so sind 
auch die Sehnen sr und Qm einander gleich 
(siehe Erkl. 87). 

Es ist aber nach Konstruktion Q9n = 9, 
daraus folgt mit Rücksicht auf 6): 

7). . . . &c = 5, Cj = 5. 



Figur 113. 




Determination. Im Falle der Figuren 
109 und 111 kann s jede beliebige Grösse 
haben, im Falle der Figuren 110 und 112 
dagegen muss s mindestens doppelt so gross 
sein als die mittlere Proportionale aus aP 
und aQ. Dem letzteren Falle entspricht 
bei der Konstruktion der Umstand, dass der 
konzentrische Hilfskreis um gerade durch a 
geht, denn dann steht rs auf Oa in a senk- 
recht (siehe Erkl. 70), wird also in a hal- 
biert (siehe Erkl. 15), es ist also dann 
ar = aSj ab = ac. 

Es gibt im allgemeinen zwei Lösungen. 

Eine einzige Lösung erhält man, wenn 
PQ parallel mit G ist. Dann steht das 
Mittellot von PQ senkrecht auf G und ist 
zugleich Mittellot der Sehne bc, man hat 
also nur (Fig. 113) von dem Schnittpunkte d 
der G mit dem Mittellot von PQ die halbe 
Strecke s beiderseits nach b und c zu tragen 
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Figur 114. 




und einen Kreis durch drei der Punkte P, 
Q, 6, c zu legen. 

Eine Vereinfachung der Eonstrak- 
tion findet auch in dem FaUe statt, wo G 
durch die Mitte von PQ geht: 

Errichte auf G in a das Lot a6=raP, 
beschreibe um e mit \s einen Kreis, der G 
in d und d^^ schneidet, errichte in d und d^ 
auf G Lote, welche das Mittellot von PQ 
in X und Y treffen (Fig. 114). 

Beweis. Xe? ist nach Konstruktion J_ 6 c, 
also d Mitte von &o, folglich ist: 

ah ,ac =z (^hc + ad) (i&c— ad) 

oder: 

1) ah .ac =z \bc^ — ad^, 

andererseits ist nach dem Sehnensatz: 

a& . ac = aP . aQ = aP' = ac , 

folglich : 

2) ae'= -\hc^—ad'^ 

aber das rechtwinklige Dreieck ade liefert 
nach dem Pythagoräer die Gleichung: 

—-2 -j-j -ji 
ae = ae — aa 

oder da de = \s: 

3) ae'= is'— ^'. 

Aus 2) und 3) folgt: 
4) hc = 8. 



Aufgabe 99. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher zwei gerade Linien berührt 
und eine dritte Gerade, welche durch 
den Schnittpunkt der beiden anderen 
geht, nach einer Sehne von gegebener 
Länge schneidet. 



Gegeben: G, G^, G^, s. 

Voraussetzung: G, G^, G, gehen 
durch P. 

Gesucht; Kreis um X. 



Analysis. Kreis X (Fig. 115) berühre G 
in c und schneide G, nach der Sehne ab = 8. 
Ein geometrischer Ort für X ist die Hal- 
bierungsgerade des Winkels zwischen G und 
G^, in welchem Gj liegt (siehe Frage 15). 

Man denke sich einen zweiten, beliebigen 
Kreis beschrieben, dessen Mittelpunkt M 
auf dieser Halbierungsgeraden liegt, und 
welcher G in c^ berührt, so berührt der- 
selbe vermöge der Symmetrie des Winkels 



Aufgaben, welche mit dem Apolloniscben Problem zusammenhängen. 
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Figur 115. 




in Bezug auf seine Halbierungsgerade auch, 
die Gerade G^ (siehe Erkl. 51). 
Dieser Kreis schneide G, in a^ und h^. 
Nun ist, wenn beide Kreise im gleichen 
Winkelraum liegen, der Schnittpunkt P der 
drei Geraden äusserer Aehnlichkeitspunkt 
der Kreise X und M, liegen sie in Schertel- 
räumen, so ist P innerer Aehnlichkeitspunkt 
zu beiden Kreisen (siehe Erkl. 57, 58, €0). 
Die beiden Strecken ab und a^ hi sind homo- 
loge Strecken, also verhalten sie sich wie 
die Halbmesser (siehe Erkl. 57), daher ist: 

1) a^tj :Mat = srrc, 

wo X den Halbmesser des gesuchten Kreises 
bedeutet. Dieser kann also als vierte Pro- 
portionale gefunden und die weitere Kon- 
struktion nach Aufgabe 4 gefQhrt werden. 



Figur 116. 




(S. Erkl. 57.) Die Yerbindungsgerade irgend 
zweier gleichgerichteter Halbmesser in zwei 
Kreisen schneidet die gemeinschaftliche Zentrale 
in einem festen Punkte, dem äusseren Aehn- 
lichkeitspunkt, welcher die Zentrale aussen im 
Yerhältnis der Halbmesser teilt. Irgend eine 
durch den äusseren Aehnlichkeitspunkt gehende 
Gerade heisst äusserer Aehnlichkeitsstrahl. 

Die Schnittpunkte eines Aehnlichkeitsstrahls 
mit gleich gerichteten Halbmessern heissen ho- 
mdoge Punkte. Die Yerbindungsgeraden oder 



Konstraktion. Errichte in einem be- 
liebigen Punkte Of auf G eine Senkrechte, 
welche die Halbierungsgerade desjenigen 
Winkels zwischen G und G^, in dem G, 
liegt, in M schneidet. 

Beschreibe um M mit Mc^ einen Kreis, 
der Gj nach der Sehne a^ b^ schneidet. Mache 
auf G von c, aus die Strecken c^ d^ = a^ b^ 
und c^d = s, beide nach derselben Rich- 
tung, ziehe e^^ M und die Parallele dazu durch 
d. Letztere trifft c^M in e, ziehe durch e 
die Parallele zu G, welche die Winkelhal- 
bierende in X schneidet. Mache auf der 
Winkelhalbierenden von P aus die Strecke 
PY = PX und beschreibe um X und Y mit 
c^e Kreise, so sind diese die gesuchten. 



Beweis. Der Kreis um X mit c^e be- 
rührt die Gerade G, weil X auf der Paral- 
lelen durch e zu G liegt (siehe Erkl. 10 und 
Frage 7). Da X ein Punkt der Winkel- 
halbierenden zwischen G und G^ ist, so be- 
rührt Kreis X auch die Gerade G^ (siehe 
Frage 15 und Erkl. 51). Daher sind G und 
G^ gemeinschaftliche Tangenten an die Kreise 
X und M, folglich ist der Schnittpunkt P 
äusserer Aehnlichkeitspunkt für dieselben 
(siehe Erkl. 57). G, ist äusserer Aehnlich- 
keitsstrahl (siehe Erkl. 57). Sind a und b 
die Schnittpunkte von Gj mit Kreis X, so 
sind ab und a^b^^ homologe Strecken, und 
es ist daher nach Erkl. 57: 

abia^b^ =- Halbm. v. X . Halbm. v. M 

oder: 

1) abia^b^ z= Cie.CiM, 
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Yerbindnngsstrecken homologer Funkte heissen Nun ist aber M^^ || Xd, daher sind die 

homologe Geraden oder homologe Strecken. Dreiecke c^ M d^ und c^ed ähnlich (siehe 

Homologe Strecken verhalten sich wie die ]Qf|^j, 55) j^igQ ist: 

Halbmesser. * ^* 

Die Abstände homologer Punkte vom Aehn- 2) c d : Ci di = c^ e : c^ M, 

Uchkeittpankt verhalten sich wie die Halbmesser. ^^^ a,\=.c,d, nach Konstruktion, folg- 

lieh : 

(S. Erkl. 56;) Wenn die Seiten zweier Drei- 2) ah =^ c d =z s, 

ecke einzeln parallel sind, so sind die Dreiecke '^ ^ 

ähnlich* Analog ist der Beweis für den Kreis T. 



Aufgabe 100. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher durch zwei gegebene Punkte 
geht und einen gegebenen Kreis nach 
einer Sehne von gegebener Länge schnei- 
det. 

Figur 117. 




r ^^ 



8 



Gegeben: P, Q, Kreis um 0, s. 
Gesucht: Kreis um X. 

Analys». In Fig. 117 gehe der gesuchte 
Kreis X durch P und Q und schneide den 
gegebenen Kreis in a und h, so dass ah 
= s ist. Ein geometrischer Ort für X ist 
das Mittellot von PQ. 

Man verlängere PQ und ah bis zu ihrem 
Schnitt in f, so ist nach dem Sekantensatz: 

1) n.m^fa.fh. 

Denkt man sich von f noch eine zweite Se- 
kante in den Kreis gezogen, welche ihn 
in m und n schneidet, so ist: 

2) fa,fh=^ffn. fn. 



Aus 1) und 2) folgt: 



3). 



f?,f(i = fm.fn, 



(S. Erkl. 87.) Gleiche Sehcen eines Kreises 
werden von einem konzentrischen Kreise berührt. 



Figur 118. 
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folglich müssen nach der Umkehrung des 
Sekantensatzes die Punkte P, Q, m, n auf 
einer Kreislinie liegen, und man hat somit 
ein Mittel, um Punkt f zu finden. Es sei 
ferner c die Mitte von ah, so ist Oc j_,ab 
(Erkl. 15). Ein Kreis um mit Oc be- 
rührt daher ah, und die Aufgabe ist gelöst, 
wenn man diesen Kreis finden kann. Nach 
Erkl. 87 berührt aber dieser Kreis sämt- 
liche Sehnen im Kreis 0, welche die Länge 
ah = s haben, und man kann ihn daher 
konstruieren, wenn man rs =^ s beliebig in 
den Kreis legt und mit ihrem Abstand 
0^ vom Mittelpunkt einen konzentrischen 
Kreis zeichnet. 

Konstruktion. Ziehe PQ (Fig. 118) und 
errichte auf PQ das Mittellot. Lege durch 
P und Q einen beliebigen Kreis, welcher den 
gegebenen Kreis in m und n schneidet, 
ziehe w«, welche PQ in /* trifft. 

Lege die Strecke s beliebig als Sehne rs 
in Kreis 0, fälle auf rs das Lot Ot and 
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beschreibe um mit 0^ einen Hilfskreis, 
lege an diesen von f aus die Tangenten fo 
^ und fc^^ welche den Kreis in a und h 
bezw. a^ und &, schneiden. 

Ziehe Oc und Oc^, welche das Mittellot 
von PQ in X bezw. Y treffen, und beschreibe 
um X mit XP, um Y mit YP Kreise, so 
sind diese die gesuchten. 

Beweis. Da X auf dem Mittellot von 
(S. ErU. 19.) Die Spitzen aller gleichschenk- PQ Hegt, so ist XQ = XP, Kreis X geht 
ligen Dreiecke tlber derselben Grundlinie liegen also auch durch Q. 

auf dem Mittellot der letzteren. Nach Konstruktion ist Oc = Oc^ = 0#» 

folglich ist nach der Umkehrung von Er- 
klärung 87: 

(S. £rkl. 87.) ümkehrung: Sehnen, welche 1) a& = ai &i = r 5 = 9. 

gleichen Abstand vom Mittelpunkt eines Kreises vt »xi. i.^ oix 

haben (oder welche einen konzentrischen Kreis ^"^^ "^ ^^\ nach dem Sekantensatz, an- 

berühren), sind einander gleich. gewendet auf den Kreis 0: 

2) fa.fhz^fm. fn. 

Nach dem gleichen Satz, angewendet auf 
den beliebigen Kreis: 

3) fm.fn=^fF.fq, 

folglich ist: 

4) fa..fb = fF.f(i, 

folglich liegen nach der Umkehrung des 

Sekantensatzes die Punkte P, Q, a, 5 auf 

einem Kreise. 

(S. Erkl. 15.) Das Lot vom Mittelpunkt auf Nach Erkl. 15 ist Oc Mittellot von a h, 

eine Sehne ist Mittellot derselben. und da X auf Oc liegt, so ist der Kreis um 

X mit XP der Umkreis des Kr eis Vierecks 
PQ6a. 
Analog ist der Beweis für Kreis Y. 

Anmerknng 38. Die Konstruktion bleibt dieselbe, wenn P und Q innerhalb des 
Kreises liegen oder durch den Kreis getrennt werden. In Analysis und Be- 
weis tritt an Stelle des Sekantensatzes zum Teil der Sehnensatz. 

Determination. Die Strecke s darf nicht 
grösser sein als der Durchmesser von Kreis 0. 

Die Aufgabe wird unmöglich, wenn beide 
gegebene Punkte auf dem Kreise liegen 
und ihre Zwischensehne von s verschie- 
den ist, während in dem Falle, wo diese 
Zwischensehne = s ist, jeder durch P und 
Q gehende Kreis der Aufgabe genügt. 

Die Aufgabe lässt sich ohne Proportionen 
lösen, wenn die Punkte P und Q vom Mittel- 
punkte gleichen Abstand haben. Die Sehne 
ab := 8 wird dann parallel mit PQ. 

Liegen P und Q auf einem Durchmesser 
von Kreis 0, so liegen beide Lösungen sym- 
metrisch zu diesem Durchmesser. 
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Aufgabe 101. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher zwei gegebene Geraden be- 
rührt und eine dritte nach einer Sehne 
von gegebener Länge schneidet. 



Gegeben: G, G^, L, s. 
Gesucht: Kreis um X. 



Analysis. Die Geraden G und Gi sollen 

berührt, die Gerade L nach der Sehne s 

geschnitten werden. 

(S. Erkl. 20.) Alle Punkte, welche von den Ein geometrischer Ort für den Mittelpunkt 

Schenkeln eines Winkels gleichen Abstand haben, X ist das Halbierungsgeradenpaar H und Hj 

liegen auf seiner Halbierungsgeraden. der Winkel zwischen G und Gx- 

In Fig. 119 berühre Kreis X die Geraden 
G bezw. Gl in a bezw. ay und schneide L 
in b und bi. Ziehe Xa und Xb und fälle die 
Senkrechte XcJLL, so ist nach Erkl. 15 
c die Mitte von bbi, also bc = bic = ^8. 
Daher ist in dem rechtwinkligen Dreieck 

Xbc: Xc^ = Xb^ — bc\ oder da Xb = Xa 
ist, so muss sein: 



1). 



Xa'-Xc^=i8\ 



Erkl. 88. Zwei Dreiecke sind ähnlich, 

a). wenn sie zwei Winkel entsprechend gleich 
haben; 

b). wenn sie einen Winkel gleich haben and 
zwei entsprechende Strecken in beiden 
Dreiecken gleiches Verhältnis haben; 

c). wenn drei entsprechende Strecken in bei- 
den Dreiecken gleiches Verhältnis haben. 

Sind zwei Dreiecke ähnlich, so haben ent- 
sprechende Strecken in beiden Dreiecken das 
gleiche Verhältnis. 



Erkl. 89. Zur algebraischen Bestimmung 
mehrerer Unbekannten sind ebenso viele Glei- 
chungen erforderlich, als Unbekannte vorhanden 
sind. 



Die Aufgabe kommt also darauf hinaus: 
Auf einer der Geraden H oder H^ 
einen Punkt X so zu suchen, dass die 
Differenz der Quadrate der von ihm 
aus auf G und L gefällten Lote ge- 
geben ist. 

Diese Aufgabe soll algebraisch gelöst 
werden. 

Der gemeinsame Schnittpunkt von G, Gi, 
H, Hl sei A. L werde von G in B, von H 
in M, von Hi in N geschnitten. Man fälle 
die Senkrechten AH auf L, ME und NK^ 
auf G, so sind die rechtwinkligen Dreiecke 
AXa und A ME, ebenso die rechtwinkligen 
Dreiecke MXc und MAH ähnlich. 

Es ist daher: 

2). . . . AX:Xa = AM:ME 
3). . . . MX : Xc = AM : AH. 

In diesen Proportionen sind die Grössen 
AX, MX, Xa,Xc unbekannt; zwischen Xa 
und Xo existiert die Gleichung 1)., also 
braucht man noch eine Beziehung zwischen 
den unbekannten Grössen. 

Nun ist, je nachdem X zwischen A und 
M oder auf der Verlängerung von AM über 
M hinaus liegt: 

4a) AX+ MX = AM 

oder 



4b). 



AX — MX = AM. 



Auf der Verlängerung von AM über A 
hinaus kann dagegen X nicht liegen, da in 
den Winkelraum III, in welchem der ge- 
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suchte Kreis dann enthalten wäre, die Ge- 
rade nicht reicht. 

Für einen auf Hi liegenden Punkt Y, 
welcher der obigen Aufgabe Genüge leisten 
Figur 119. soll, muss ebenso sein: 

\^/ , 5). . . .Ya''— Y?'=is* 

-- At : -^ ''^-^ 6). . . . AY ; Ya' = AN : NKi 

/l^a---' '•• ^-^^ 7). . . .' NY : Yc' = AN : AH 

X-lK^fr^ .. und 
^ ^ ^. • " 8a) AY + NY = AN 

' ' ' N 8b) AY — NY = AN 

oder 

8 c) NY — AY = AN, 

je nachdem Y zwischen N liegt, oder auf der 

Verlängerung von AN über N hinaus, oder 

auf der Verlängerung von NA über A hinaus. 

Zu grösserer Bequemlichkeit bezeichne man : 

AM mit m, AN mit n, 

MK „ k, NKj „ Ä'i, 

Xa „ X, Ya' „ y, 

Xc „ js, Y& „ z*, 

AX „ w, AY „ u\ 

MX „ t;, NY „ v', 

AH ^ h, \8 „ ^1. 

Dann geben die Gleichungen 1) und 5): 

x^ — s^ = Si'; y^ — js'^ = 5i', 

woraus sich ergibt: 
Erkl. 90. Wo es nur auf die Grösse ankommt, 

kann man Gleiches für Gleiches setzen. 9). . j? = Yx"^ — 5i', j?' = Yp^ — «i*. 

Die Proportionen 2), 3), 6), 7) lauten 
unter Einsetzung der Werte aus 9): 

10) u:x = m:k 

11) u^:t/ =zn:k\ 

12) t?:V^a:^-^ = tn:Ä 

13) V: Yy^—Si^ =zn:h. 

Femer lauten 4 a) und 4 b): 

14 a) t« + 1; =. m 

14b) u — V = m. 

Die Gleichungen 5 a), 5 b), 5 c): 

15a) tt' + t;' = n 

15b) u' — V* = n 

15 c) t?' — «*' = n. 

Setzt man den Wert von u aus 14 a), 
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bezw. 14b), nämlich u = mzfv in 10) ein, 
so erhält man: 

woraus: 

mx , m(x—k) 
mzfv=^ —j- oder t; = :;: v . 

Dies in 12) eingesetzt gibt: 

m(x—k) .y^2_j t^fnih 
Erkl. 91. Eine Proportion bleibt richtig, "^ A; ^ 

wenn man homologe Glieder mit der gleichen oder* 

""'Ä "ptpSn Ät'SS; wenn n.an T (- - *) = Vi^=V = *:*(«. Erkl. 90) 
aus allen Gliedern die Quadratwurzel zieht. oder: 

Eine Proportion bleibt richtig, wenn man alle /^ jai . ^i g i ^::^ k' : A* (s. ErkL 91). 

<7lied6r quadriert. 

Daraus bekommt man die Gleichung: 

a;2(Äi— P)_2Ä»A;a? + Ä»(Ä»+5,') = 0, 
oder: 
16). :r« - -^,^^, « + -ji-j^j 0. 

Auf dem gleichen Wege erhält man aas 
15a) und 15b), 11) und 13) die Gleichung: 

2Ä'Ä- fe-»(A'+5,^) _ 
Dagegen aus 15 c), 11) und 13): 

Die Auflösung dieser quadratischen Glei- 
Krkl. 92. Die Wurzel der quadratischen chuuffen eibt (siehe Erkl. 92) : 
<jleichung: x^ + 2px + g = ist: ö © v 

X = —p± yp^ — «. 18). . . 



X = 



Ä'— ifc' 






19a)... yi = ^:::::^ 






19 c). . . 1^2 ^2 jj.'! 



Es handelt sich nun darum, die Grössen: 



zu konstruieren. Dieselben lassen sich 
zu diesem Zweck etwas umformen: 
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h und k sind Höhen in dem Dreieck AMB 
(Fig. 119). Daher sind: 

Erkl. 98. Die Höhen eines Dreiecks verhalten h:k = AB : M.B (siehe Erkl. 93), 

sich umgekehrt wie die zugehörigen Seiten. oIca* 

Ä^- Ä' = ÄB^ MB' (siehe Erkl. 91), 

Erkl. 94. In jeder Proportion verhält sich oder (siehe Erkl. 94): 

die Summe oder Differenz der Yorderglieder ^^v ,21.1 ?? Toi Tis 2 ^/rB2 
zur Summe oder Differenz der Hinterglieder 20a). ä':ä* — Ä'= AB :AB —MB 

wie zwei homologe Glieder. ,, ,. ,. ,« ^,-..2—^1 vi^2 

* 20b). Ä;':Ä' — ;t» = MB':AB'--MB'. 

Ebenso sind h und k^ Höhen in dem 
Dreieck ANB, folglich ist: 

h:k' =AB:NB, 
also: 

21a). Ä':Ä'— A;'» = ÄB':ÄB' — NB* 



21b). ä;^ä«-ä'' = NB*:AB^ — NB^ 

Bezeichnet man 

h^k , Ä'Ä' . , 

-p^^, mit 1), j2Zllc^i mit p , 

so ist wegen 20 a) und 21a): 

i p:k =ÄB*:ÄB* — MB* 
22). . . ^ 

li>':Ä' = AB*: AB* — NB*. 

Man kann also p nnd p' als vierte Pro- 
portionalen finden, wenn man ein Mittel hat, 
um zwei Strecken zu zeichnen, die sich wie 
die Quadrate zweier anderen verhalten. 
Hierzu verwendet man die in Erkl. 95, 
Erkl. 96. In jedem rechtwinkligen Dreieck 95 ^nd 97 gegebenen Sätze, 
verhält sich das Quadrat einer Kathete zum ^ . 

Quadrat der Hypotenuse, wie die Projektion I^emer ist: 

^eser Kathete auf die Hypotenuse zur Hypo- o^ • ä' 4- ä * = Ä' • Ä' Ä'* 

tenuse. ^ ' "" ^ *_ 

^ i 1. ATj . j.A'Tr.y.. =MB*:ÄB'-MB*, 

Beweis. Ist a die Hypotenuse, die Kathete, f^ifiir.}!. 

p ihre Projektion auf die Hypotenuse, so ist ^°*©"^"' 

nach dem Kathetensatz (siehe Erkl. 49) / "X/^^^-^ 2 -— ]^ß . "XfXB^ MB* 

.,,. , h-^^a.p, 23). ) ebenso 

folghch: ^ J 

^•^•^' Die Grössen: 

Vä' + ä;', VaB^^MiF, VÄB*~-NB* 

Erkl. 96. In jedem rechtwinkligen Dreiecke .„.^ ,. ^r-ir v^ • 1 1< 

Terh&lt sich dsB Quadrat einer Kathete zum erhält man mit Hilfe von rechtwinkligen 

Quadrat ihrer Projektion auf die Hypotenuse Dreiecken unter Anwendung des Pythago- 

wie die Hypotenuse zu dieser Projektion. räers. 
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Denn: 
folglich : 



&» =r a.p, 



Wenn ä<ä:, so wird h- — Ä' negativ, 
dann lantet der Ausdruck für x in Glei- 
chung 18): 



24). , . . x = 



h}h 



k^ — h* 



Erkl. 97. In jedem rechtwinkligen Dreiecke 
verhalten sich die Quadrate der Katheten wie 
ihre Projektionen auf die Hypotenuse. 

Denn: 

h^ = a,p; c' = a. g, 
folglich: 

&2 ; c2 — a,p:a,q = p:q. 









Ist h < k^, so lautet der Ausdruck fQr y 
in 19 a) und 19 c): 



2Öa). 



yi = 









2Öc). . . yj = + -,- 






Selbstverständlich sind dann in den Glei- 
chungen 22) und 23) die Differenzen ebenso 
in ihr Gegenteil umzukehren. 



EonBtraktion. I. Konstruktion der 
Grössen p, q, p\ q\ L schneidet G in 6, 
die Halbierungsgeraden H und H, der Win- 
kel zwischen G und G^ in M und N. 



Figur 120. 




Fälle AH JL L, MK und NK^ J. G. 
Mache HS = -^5 und ziehe AS. 
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PROSPEKT. 



Dieses Werk, welchem kein Ähnliches zar Seite steht, erscheint monatlich in 3 — 4 
Heften sn dem bilUpren Preise Ton 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten nnd praktischsten Aufgaben ans dem Qesamti^eblete der Mathematik, Phystk, 
Meehanik, math. Geographie , Astronomie , des Maschinen- , Strassen- , Elsenbahn-, 
BrUeken- nnd Hochbaues, des konstrnktlTen Zeichnens etc. etc. and swar in Tollstftndig 
gelSster Form,' mit rielen Figuren, ErkllCmngen nebst Angabe nnd Entwlckelnng der 
benntiten Sfttie, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grSssere Ansahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sieh In ihrer Oesamtheit erg&nsen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Eapi- 
tdn angeordnet — vorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von nngelSsten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die besQglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
ttberlassen bleiben, und sugleich von den Herren Lehrern fdr den Schulunterricht bequtst 
werden können. — Die LSsnngen hierzu werden später in besonderen Heften för die Hand dei 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelanfsen: Titelblatt, InhaltsTerzeleh- 
nts, BerlchtignngeB nnd erUntemde Erklärungen über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 

Das Werk behandelt lunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes folgender Schulen: Bealsehnlen I. nnd II. Ord., gleleh* 
bereohtigten hOheren Bflrgersehnlen, PriTatsehnlen, G^nasten, Realgymnasien, Pro- 
gjmnaslen, Sehnllehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Bangewerkschiilen, 
Oewerbesehnlen, Handelssehnlen, teehn. Torbereltungssehnlen aller Arten, gewerbllehe 
Fortbildnngsschnlen, Akademien, Universitäten, Land- und Forstwissensehaftssehnlen, 
Mllltftrsehnlen, Torbereltnngs-Anstalten aller Arten als s. B. für das Einjährig-Frei- 
willige- nnd OfAxlers-Examen, etc. 

Die AehHIer, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen nnd 
naturwissenschaftlicben Fächer, werden durch diese. Schritt für Schritt gelSste, Aufgaben- 
sammlung Immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg sum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufffabeo gezeifft, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die überaus irrosse Fmehtbarkelt der mathematischen Wissenschaften vorgeführt 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stätae für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Grlerauuff des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — inm Anfl^en von Anfgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voU- 
itändige Anleitung in die Hände ge^reben wird, entsprechende Aufgaben in ISsen, die ge- 
habten Begoln, Formeln, Hätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lust, Uebe 
und Yerständnis für den Schul-Ünterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soU diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisne dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Bemfs- 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendigro Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Terwertnngen und weiteren Forschungen geben 

Alle Buchbandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Yerfluser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M. Fischerfeldstrasse 16, entgegen nnd wird deren Erledigung 
thunlichst berücksichtigt 

Stattgart Die Yerlagshandliuig. 
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Beschreibe über AB einen Halbkreis und 
lege in denselben von B aus die Sehne BD 
= B M. Fälle das Lot Dd J_ G, mache auf 
demselben ^e = ME, ziehe Ae, welche eine 
auf AB in B errichtete Senkrechte in P 
trifft, so ist B P = p. 

Ziehe AD und mache auf ihr A/'= AS. 
Ziehe durch f die Parallele zu BD, welche 
die Gerade G in Q trifft, so ist fQ, == q. 

Beschreibe über BN einen Halbkreis und 
lege von B aus in denselben die Sehne BD^ = 
BA. Fälle D^c^i J_ L. Ziehe d^K^^ und die 
Parallele dazu durch B, welche die Ver- 
längerung von NK^ in P^ trifft, so ist 
K^Pj = Pi. Mache auf ND^ von N aus die 
Strecke N/*! = AS, ziehe f^^Q^^ parallel mit 
D^B bis zum Schnitt mit L, so ist NQ^ = ^^. 

Beweis. Dreieck ADB ist rechtwinklig 
(S. Erkl. 50.) Der Peripheriewinkel des (siehe Erkl. ÖO), also nach dem Pythagoräer : 

Halbkreises ist ein rechter Winkel. , , _, — , . 

AD' = AB' — BD^ = AB* — MB'. 

Nach Erklärung 96 ist: 



Erkl. 98. Wenn in zwei Proportionen drei 



AD': AB*' = Ac?: AB. 

Die Dreiecke Ade und ABP sind ähnlich 
(siehe Erkl. 88) und rfe = MK = Ä, folglich: 

BP:K = AB: Arf 

= AB':ÄD' 

= AB':ÄB'--MB^ 

also BP = j? (siehe Analysis, Gleichung 22). 
Nach Konstruktion ist: HS = -J^* = ^i, folg- 
lich im rechtwinkligen Dreieck AHS nach 
dem Pythagoräer: 

ÄTS^ = ÄS* -t- HS' = Ä + »1». 



entsprechende Paare von Gliedern gleich sind, Die Dreiecke ADB und A/'Q sind ähn- 
so sind auch die vierten gleich. 11^}^^ folglich: 

fQ : A/" = BD : AD, oder: 

fQ : Yh^+^^ = MB : Vx1^-M1b', 

also /*Q = q, siehe Analysis, Gleichung 23. 
Dreieck BNDj ist rechtwinklig (Erkl. 50), 
also: 



NDi' = BN*--BDi' = BN* — ab'. 
Nach Erklärung 98 ist 

NDi*:BDi' = Nc?i:Bdfi. 

Die Dreiecke Nc?iKi und NBPj sind 
ähnlich, daher: 

PtKi:NKi = Bd,:^di 
oder: 

Oranz, ApoUon. BerührongBproblem. ° 
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Figur 121. 



% 






B 



9r 



^1 -JP v""'\ 




ÄB'.BN^- 



AB% 



daher PiÄi =^i (negativ zu nehmen). 

Da /;Qi J- ND,, also II BD^ ist, so sind 
die Dreiecke N/'^Qj und NDiB ähnlich, 
daher i 

NQi:N/; = NB:NDi, 

aber nach Konstruktion ist N/'j = AS = 
Vä*+V, folglich: 

XQi : V^Ä»^5? = NB : V^B^-Äf' 
daher : 

n. Konstruktion der Halbmesser 
der gesuchten Kreise. 

Die zu verwendenden Ausdrücke für x 
und y sind in vorliegendem Falle, wo ä > A-, 
aber h<iJci ist: 

X = p±. Yp^ — g^ 
yi = — i>i±Vi?i' + gi^ 

Man kann, da x und ^ Halbmesser von 
Kreisen bedeuten, nur positive Werte brau- 
chen. Vp^ — q'^ ist kleiner als i?, daher 

beide Werte von x positiv; V^.pM-yi'>i^i' 
daher ist von y^ nur der Wert — jp -h 

V Py^'^ -\- qt^ , von y, nur der Wert +p-T 

Vi>i'-f 3,* zu brauchen. 

Mache in einer Hilfsfigur (Fig. 121) auf 
auf einer Geraden OQ = q, OQi = q^, er- 
richte auf OQ in das Lot, beschreibe um 
Q mit p einen Kreis, der das Lot in P trifft, 
und mache auf dem Lot OP^ =i)i, ziehe 
QP und QiPi- Trage auf QP von P aus 
die Strecke PO gegen Q hin nach X^ und 
von Q abgewendet nach Xi, trage auf Q^P^ 
von Pi aus die Strecke PiO gegen Qi hin 
nach Ti und von Qt abgewendet nach Ym 
so ist: 

QXi = X, =i> + Vp^^? 
QX, = OTj = i? — V^» -^ö» 

QiYi = yi = — jp.+V^iM-~g7 

QiY, = 2^2 = +i>i + Vi>,» + 3?- 

Denn in dem rechtwinkligen Dreieck POQ 
ist PQ =i>, OQ = 2, also PO = Vp— ?. 
QX, =PQ + PO, QX2 = PQ-P0: 



Aufgaben, welche mit dem Apollonischen Problem zusammenhängen. 
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in dem rechtwinkligen Dreieck P^ OQt ist 

OQi = ff„ OP, =!>„ alsoPtQi = V'i?,'+2r'» 
QYi=PiQi-PtO, QYj=P.Q,+P,0. 

IlL Konstruktion der gesuchten 
Kreise. 

Ziehe zu G Parallelen im Abstände Xi 
und X2 auf der Seite, auf welcher der Schnitt- 



Figur 122. 




pnnkt M der Halbierungsgeraden H mit L 
liegt. Diese schneiden d^e Gerade H in X^ 
und X^. Beschreibe um diese Punkte Kreise 
mit Xi bezw. x^. Ziehe femer zu G auf der 
Seite von Punkt M eine Parallele im Ab- 
stände ^2 und auf der Seite von Punkt N 
eine Parallele im Abstände yi. Diese schnei- 
den die Halbierungsgerade Ht in Yj und Y|, 
beschreibe um diese Punkte Kreise mit den 
Halbmessern ^2 l>6zw. pi. Diese vier Kreise 
sind die gesuchten. 

Beweis folgt aus der Analysis. 



Determination. £s gibt höchstens vier 
Lösungen, denn auf H können nur zwei 
Mittelpunkte liegen, da die Gleich ung 16) 

nur die beiden Werte Xi = p ±. Yp^ — 3* 
liefert. 

Aber auch auf H^ können nur zwei Mittel- 
punkte liegen, denn von den vier Werten 
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und 

,, } für h<k^ 

müssen immer zwei negativ sein. Im ersten 

Falle ist nämlich Vpi^ — q.y'^ kleiner als i?„ 
folglich werden die beiden Werte von y^ 
negativ, die beiden Werte von y^ positiv; 

im zweiten FallQ ist Vi^t' + ffi' grösser als 
^„ es wird also von ^j und y, je ein Wert 
positiv und einer negativ. 

Unbrauchbar ist jeder Wert des Halb- 
messers, welcher kleiner als \8 wird. 

Anmerknng 39. Wenn A>A;, so ist immer A<ki und umgekehrt. 

Beweis. Da die Höhen eines Dreiecks sich umgekehrt wie die Seiten verhalten, so 
ist h:h = AB: MB. Wenn also A>A;, so ist AB>MB. Daher ist nach dem 
Satze: „Die grössere Seite hat den grösseren Gegenwinkel und umgekehrt^: 
^ AMB > -^MÄB. Aber <^ AMB ist Winkel im rechtwinkligen Dreieck MAN, 
also = 90^ — <^ ANB. <^ HAN im rechtwinkligen Dreieck AHN ist ebenfalls 
= 90» — ^ ANB, folglich ist: -^ AMB = <^ HAN; also -^ HAN > MAB. 
Subtrahiert man von beiden Winkeln den Winkel HAB, so erhält man ^ BAN 
><^MAH, aber <^ MAH = 90« — HAN und ebenso ANB = 90^ — HAN, 
also <^ MAH = <^ ANB, folglich -^ BAN > <^ ANB, daher im Dreieck ANB 
Seite BN > Seite AB, folglich Höhe AH < Höhe NK, oder h<k,. 



E. Unvollständig gelöste Aufgaben, welche mit Proportionen 
und algebraischer Analysis zu lösen sind. 

Anmerkmig 40. Die folgenden Aufgaben dieses Abschnitts lassen sich auf schon be- 
handelte Aufgaben zurückführen oder mit Hilfe der abgeleiteten geometrischen 
Oerter oder nach Analogie mit behandelten Aufgaben leicht lösen; es wird des- 
halb meist nur die Analysis oder eine kurze Andeutung zur Lösung gegeben werden. 

Aufgabe 102. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher zwei gegebene Geraden je 

nach einer Sehne von gegebener (für Gegeben: G, G^, L, s. 
beide Geraden gleicher) Länge schneidet 
und eine dritte Gerade berührt Gesucht: Kreis um X. 

Analysis. Die Geraden G und G^ soUea 

nach einer Sehne von der Länge = 2 s ge- 

(S. Erkl 87.) Gleiche Sehnen eines Kreises gchnuten, die Gerade L berührt werden. Da 

haben gleichen Abstand yom Mittelpunkt. ^.^ ^ote vom Mittelpunkt X auf beide 

(S. Erkl. 20.) Alle Punkte, welche von den Sehnen gleich sein müssen, so liegt X auf 
SchenkelneinesWinkels gleichen Abstand haben, einer der Halbierungsgeraden der Winkel 
liegen auf der Halbierungsgeraden. zwischen G und G^. 
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Ist das Lot von X auf G = Xa, von X 
auf L = Xc, so ist: 

Xa = "Y^a;' — 5^; Xc = ar, 

folglich, wenn man die gleiche Bezeichnung 
wie bei Aufgabe 101 anwendet (siehe Fig. 
119): 

1) u\'\[x^ — 5* = m:/v 

2) v\ X =: m:h 

3) u + v = m. 

Diese Gleichungen haben dieselbe Form 
wie diejenigen von Aufgabe 101, nur dass 
h und k vertauscht ist. 

Man hat also aach in der dort gegebenen 
Auflösung nur h mit k zu vertauschen. 

Die Mittelpunkte auf der zweiten Winkel- 
halbierenden findet man durch eine analoge 
Gleichung. 



Aufgabe 103. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher zwei gegebene Geraden nach 
gleichen Sehnen von gegebener Länge 
schneidet und eine dritte Gerade nach 
einer Sehne von anderer gegebener Länge 
schneidet. 



Gegeben: G, G^, L, 5, s^. 
Gesucht: Kreis um X. 

Analysis. Die Geraden G und G^ sollen 
nach Sehnen von der Länge 2 s, die Gerade 
L nach der Sehne 2^1 geschnitten werden. 
Der Mittelpunkt X liegt nach Erkl. 86 und 
20 auf einer der Halbierungsgeraden (z. B. H) 
von G und G^ Es sei: 

A = Schnittpunkt von G und G^ \ 
B = „ „ G „ L 

M = „ „ H 

AH = Lot von A auf L 
MK = „ „ M „ G 
Xa = „ „ X „ G 
Xc = ,, „ X „ L^ 



j» 



»» 



siehe 

Figur 

119; 



so ist: 



Erkl. 99. In der nebenstehenden Entwick- 
lung ist der Einfachheit halber nur der Fall 
berQcksichtigt, dass der Mittelpunkt des ge- 
suchten Kreises in dem von G, Gt, L gebildeten 
Dreieck liegt. Die anderen Kreise findet man 
auf analoge Art. 



AX = 



Xa = Va?'-^' 

Xc = V^^"^^^^ 

w, MX = v, AM = 
AX = Ä, MK = A;, 



m. 



ferner: 



118 I>as ApoUomsche Berühnrngsproblem. 



1). . . . ic'^x^ — s^ =z m:k 
2). . . . v:^x^ — 5i* =r m:A 

3). . . . M -j- *^ =1«, 



also: 



m 



Erkl. 101. £8 ist: 



hl 

Dies in 3) eingesetzt, gibt nach Division 
mit m und Multiplikation mit hk: 

4). hYi^-^'i'ky x^—s^^ = Afc, 
oder wenn man quadriert: 

Srkl. 100. Eine Gleichung bleibt richtig, *V^'— ^0 + ^^(^^ — ^i') + 
wenn man die beiden Seiten quadriert 2AJfcV^^— 5^)(a:'— 5,') = Ä^fcS 

oder geordnet: 

x^h^-i-k') — {h^s^+k^s,''+h'k^ = 

2hk V^^^M^'— 5i'). 
Noch einmal quadriert: 

oder geordnet: 

5). a;*(Ä»— Ä')'— 2a?«{(A'— A-»)(Ä»s» — 

yfe» «,)' + 2 A»ÄMÄ' «' + **«.') + 
Ä* *» = 0. 

Diese quadratische Gleichung fflr x* Iftsst 
sich auflösen und daraus durch Wurzelans- 
ziehen der Wert von x finden. Allerdings 
ist die geometrische Konstruktion ziemlich 
umständlich. 
Gleichung 5) kann man die Gestalt geben: 

A^/c* _ 
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Die einzelnen Bruchaasdrücke lassen sich 
nach dem in Erkl. 94 ausgesprochenen Satze 
leicht bequemer umformen. 



Aufgabe 104. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher drei gegebene Geraden nach 
Sehnen von gleicher gegebener Länge 
schneidet. 



Gegeben: G, G^, Gj, s. 
Gesucht: Kreis um X. 



Analysis. Da die drei Sehnen gleich lang 
sind, nach welchen die Geraden geschnitten 
Erkl. 102. Die Aufgabe: Einen Kreis zu werden sollen, so haben erstere gleichen Ab- 
zeichnen, welcher drei Geraden berührt, lässt gt^n^j yQ^ Mittelpunkt. Ein zum gesuchten 
vier Lösungen zu, n&mlich den Inkreis und die konzentrischer Kreis berührt daher die drei 
drei Ankreise des aus den Geraden gebildeten o^ , . ,. , . «p^p^p^pn Geraden 

Dreiecks (siehe Miüler, Konstruktionsaufgaben). ^r°f°; ^' ^: ^^^ ^J®/ gegebenen tjeraaen. 

* ' Die Aufgabe ist zurückgeführt auf die Auf- 
suchung eines Kreises, der drei Geraden 
bertlhrt. 



Aufgabe 105. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher zwei gegebene Geraden und 
einen gegebenen Kreis nach gleichen 
Sehnen von gegebener Länge schneidet. 



Gegeben: G, G^, Kreis um 0, s. 
Gesucht: Kreis um X. 

Analysis. Ein zu dem gesuchten konzen- 
trischer Hilfskreis berührt die drei Schnitt- 
sehnen, weil diese gleiche Länge haben 
(siehe Erkl. 87). Die Schnittsehne mit dem 
gegebenen Kreis wird von einem zu diesem 
konzentrischen Kreise berührt, den man 
zeichnen kann, wenn man s beliebig in den 
Kreis legt. Es liegt daher die Aufgabe 
vor: Einen Kreis zu zeichnen, welcher zwei 
gegebene Geraden und einen gegebenen Kreis 
berührt (siehe Aufgabe 91). 



Aufgabe 106. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher zwei gegebenÄJeraden nach 
gleichen Sehnen von gegebener Länge 
schneidet und durch einen gegebenen 
Punkt geht. 



(S. Erkl. 51.) Jeder Kreis ist symmetrisch 
in Bezug auf jeden Durchmesser als Axe. 



Gegeben: G, Gj, P, s. 
Gesucht: Kreis um X. 

Analysis. Die gleichen Schnittsehnen des 
gesuchten Kreises mit G und G| haben 
gleichen Abstand von X (siehe Erkl. 87), folg- 
lich liegt X auf einer der Halbierungsgeraden 
der Winkel zwischen G und G^ (siehe Erkl. 20). 
Diese ist somit Durchmesser des gesuchten 
Kreises. Wegen der Symmetrie des Kreises 
in Bezug auf jeden Durchmesser als Axe 
(siehe Erkl. 51) muss der gesuchte Kreis 
auch durch den Punkt Q ^ehen, welcher zu 
P symmetrisch gegen die Halbierungsgerade 
liegt. Es liegt demnach die Aufgabe vor: 
Einen Kreis zu zeichnen, der durch P und 
Q geht und G nach der Sehne 8 schneidet 
(siehe Aufgabe 98). 
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Aufgabe 107. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher durch einen gegebenen Punkt Gegeben: P, G, Kreis um 0. 

geht, eine gegebene Gerade berührt Gesucht: Kreis um X. 
und einen gegebenen Kreis rechtwmklig 

schneidet. Andeatung. Nach Erkl. 66 geht Kreis 

X noch darch einen zweiten Punkt auf PO. 
Es liegt daher die Aufgabe 82 vor. 



Aufgabe 108. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher durch einen gegebenen Punkt 
geht, eine gegebene Gerade berührt und 
einen gegebenen Kreis halbiert. 



Gegeben: P, G, Kreis um 0. 
Gesucht: Kreis um X. 

Andeutung. Nach Erkl. 76 kennt man 
einen geometrischen Ort für den Mittelpunkt 
des gesuchten Kreises bezw. noch einen 
zweiten Punkt, durch welchen derselbe gehen 
muss. Es liegt daher Aufgabe 82 vor. 



Aufgabe 109. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher zwei gegebene Geraden be- 
rührt und einen gegebenen Kreis recht- 
winklig schneidet. 

Figur 123. 




Gegeben: G, G^, Kreis um 0. 
Gesucht: Kreis um X. 



Analysis. Der gesuchte Mittelpunkt X 
liegt auf einer der Halbierungsgeraden der 
Winkel zwischen G und G^ (siehe Frage 15). 

I. Fall. Der gegebene Kreis 
schneide die Halbierungsgerade 
nicht. 

Der gesuchte Kreis (Fig. 123) muss auch 
denjenigen Hilfskreis (Mittelpunkt Q, Halb- 
messer r) rechtwinklig schneiden, welcher 
zu dem gegel^nen in Bezug auf die Hal- 
bierungsgerade als Axe symmetrisch liegt 
(siehe Erkl. 51). Da die beiden Kreise 
und Q nach Voraussetzung einander nicht 
schneiden, so geht der gesuchte Kreis durch 
zwei feste Punkte p und q ihrer Zentrale 
(siehe Erkl. 75), also liegt die Aufgabe vor: 
Einen Kreis durch zwei Punkte zu legen, 
welcher eine gegebene Gerade berührt. 

(Zur Konstruktion ist Kreis Q nicht not- 
wendig.) 



fs 'Ta 
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Erkl. 103. In Fig. 128 ist die Konstruktion 
eines der gesuchten Kreise angedeutet. 

Figur 124. 




II. Fall. Der gegebene Kreis 
schneidet die Halbierungsgerade. 

In diesem Falle würden die gegen die 
Halbierungsgerade als Axe symmetrischen 
Kreise einander auf der Halbierungsgeraden 
in den Punkten m und n (Fig. 124) schnei- 
den. Für den gesuchten Kreis gibt es dann 
die zwei festen Punkte, durch welche er 
gehen müsste, nicht, dagegen schneidet er 
jeden andern rechtwinklig, welcher ebenfalls 
durch die Schnittpunkte m und n geht, also 
auch denjenigen Hilfskreis, der durch m 
und n geht und dessen Mittelpunkt Q auf 
G liegt. Schneidet dieser Hilfskreis die 
Gerade G in a, und errichtet man auf G 
in a das Lot aX bis zum Schnitt mit der 
Halbierungsgeraden, so ist 

Xa = Xw.X» 

nach dem Tangentensatz, also nach dem 

gleichen Satze auch = X&^, folglich X der 
gesuchte Mittelpunkt. 



Aufgabe 110. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher zwei gegebene Geraden be- 
rührt und einen gegebenen Kreis halbiert. 



Gegeben: G, Gj, Kreis um 0. 
Gesucht: Kreis um X. 

Andeutung. Der gesuchte Mittelpunkt 
liegt auf einer der Halbierungsgeraden der 
Winkel zwischen G und G^ (siehe Frage 15), 
Kreis X halbiert auch denjei^igen Kreis Q, 
welcher zu dem gegebenen Kreis gegen die 
Halbierungsgerade als Axe symmetrisch liegt 
(siehe Erkl. 51), also muss der gesuchte 
Kreis nach Erkl. 78 durch zwei feste Punkte 
gehen, und es liegt Aufgabe 82 vor. 



Aufgabe 111. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher zwei gegebene Geraden be- 
rührt und von einem gegebenen Kreis 
halbiert wird. 



Gegeben: G, G^, Kreis um 0. 
Gesucht: Kreis um X. 
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H 



Analysis. In Figar 125 sei A der Schnitt- 
punkt von G und 0^, H die Halbierongs- 
gerade eines der Winkel bei A, auf welcher 
X liegen muss (siehe Frage 15). Der Halb« 
messer Xa nach dem Berührangspankt mit G 
sei X, der Halb messer von Kreis = r, so ist 
XO = Vr^^^^i^ (siehe Aufgabe 96). Durch 
sei die Senkrechte zu G gezogen, welche 
H in M, G in N schneidet. Die Strecke 
MN sei = w, Strecke ON = n, Strecke 
AN :^ 2, ferner seien M& und Oc parallel 
G gezogen bis zum Schnitt mit Xa, so ist: 

1). . . . Xft:Mft = MN:AN, 

Xb = X — MN = a; — m, 



Mft = 0c = VÖX' — Xc' 

= VöX' — (Xa — c^y» 

= VSf^^^^'(X^^^'ÖN)^, 
oder: 

MB = Yr^ — x^ — (x — n)\ 

daher: 

X — m: y^r' — w' — 2z' + 2 wx = m:l 
oder: 

x^ — 2mx-}'m^:r^ — n} — 2 a?« -j- 

2nx = w*: P 
oder: 

2). xm^ + 2m^) — 2x{mr'i'm'n)-{' 

m'Z* + m'n' — wiV = 0. 

Aus dieser quadratischen Gleichung ist x 
zu berechnen und die Wurzeln geometrisch 
zu konstruieren. 



Aufgabe 112 und Aufgabe 113. Einen 
Kreis zu zeichnen, welcher durch einen 
gegebenen Punkt geht, einen gegebenen 
Kreis berührt und einen zweiten ge- 
gebenen Kreis entweder rechtwinklig 
schneidet oder halbiert. 



Gegeben: P, Kreis um 0, Kreis um Q. 
Gesucht: Kreis um X. 

Andeutung. Unter Berücksichtigung der 
Erklärungen 66 und 76 führt man die vor- 
liegende Aufgabe auf die Aufgabe 83 zurück. 



Aufgabe 114. Einen Kreis zu zeich- 
ren, welcher eine gegebene Gerade und 
einen gegebenen Kreis berührt und einen 
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zweiten gegebenen Kreis rechtwinklig 
schneidet. 

Aufgabe 115. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher eine gegebene Gerade und 
einen gegebenen Kreis berührt und einen 
zweiten gegebenen Kreis halbiert. 



Figur 126. 




Gegeben: G, Kreis um 0, Kreis um Q. 
Gesucht: Kreis um X. 

Andeutung zu den Aufgaben 114 und 115. 
Der gesuchte Kreis X (Fig. 126) berühre 
die Gerade G in f, den Kreis in s. Nach 
Erkl. 52 geht ts durch einen der End- 
punkte a oder b des auf G senkrechten 
Durchmessers von Kreis 0. Ziehe von a 
an Kreis X die Tangente ad^ so ist nach 
dem Tangentensatz: 



!)• 



ad =as,at = ab.af 



(siehe Aufgabe 86), also ist ad bekannt. 
Ein Kreis um a mit ad schneidet den ge- 
suchten rechtwinklig: d^her kommt man auf 
die beiden Aufgaben: Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher eine gegebene Gerade berührt, 
einen gegebenen Kreis rechtwinklig schnei- 
det und einen zweiten gegebenen Kreis ent- 
weder rechtwinklig schneidet oder halbiert. 
Aus den beiden letzten Bedingungen erhält 
man einen geometrischen Ort für X nach 
Erkl. 73 und 83 und kann dann weiter nach 
Aufgabe 84 oder 92 verfahren. 



Aufgabe 116. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher zwei gegebene Kreise be- 
rührt und einen dritten gegebenen Kreis 
rechtwinklig schneidet oder: 

Aufgabe 117. Einen dritten gegebenen 
Kreis halbiert. 

Figur 127. 




Gegeben: Kreis um 0, Kreis um Q, 
Kreis um P. 

Gesucht: Kreis um X. 

Analysis. Die Kreise uiri Q (Fig. 127) 
sollen von Kreis X berührt, Kreis P recht- 
winklig geschnitten bezw. halbiert werden. 

Es seien s und ^^ die Berührungspunkte, 
so geht nach Aufgabe 87 (siehe Erkl. 68 
und 61) 8$i durch einen der Aehnlichkeits- 
punkte der beiden gegebenen Kreise, und es 
ist (siebe Erkl. 59 und 62): 

A 5 • A 5^ = Ac . Ad^^, 

Zieht man von A an den gesuchten Kreis 
die Tangente A^, so ist A^' = A«.As 
nach dem Tangentensatz, folglich ist A^ 
mittlere Proportionale aus A c und A d^. 
Ein Kreis um A mit A^ wird vom gesuch- 
ten Kreis rechtwinklig geschnitten. Es liegt 
daher die Aufgabe vor: Einen Kreis zu 
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zeichnen, welcher Kreis A rechtwinklig 
schneidet, Kreis P rechtwinklig schneidet 
bezw. halbiert and einen der Kreise und 
Q berührt. Soll Kreis P entweder halbiert 
oder soll er rechtwinklig geschnitten werden 
in dem Falle, dass Kreis P und Kreis A 
einander nicht schneiden, so sind nach Erkl. 
84 und 75 für den gesuchten Kreis zwei 
Punkte bekannt, durch welche er gehen muss, 
und man gelangt zu Aufgabe 83. 

Schneidet dagegen Kreis P, wenn er vom 
gesuchten Kreis rechtwinklig geschnitten 
werden soll, den Hilfskreis um A in den 
Punkten m und n, so schneidet er nach 
Erkl. 73 auch jeden andern Kreis recht- 
winklig, welcher durch m und n geht, unter 
anderen auch denjenigen Kreis R, welcher 
durch m und n geht und Kreis Q rechtwink- 
lig schneidet, und welchen man nach Erkl. 
66 und 68 zeichnen kann. Schneidet Kreis 
B den Kreis Q in 5^, so ist 8^ der gesuchte 
Berührungspunkt und der Schnittpunkt von 
Q s^ mit m n der gesuchte Mittelpunkt. Denn 
da Kreis R den Kreis Q in s^ rechtwinklig 
schneidet, so ist Q^^, also auch X^^ Tan- 
gente an Kreis R, Kreis X schneidet somit 
Kreis R rechtwinklig und berührt Kreis Q. 
Da sein Mittelpunkt auf der Potenzlinie mn 
von Kreis R und Kreis A liegt, so schnei- 
det er auch Kreis A rechtwinklig, folglich 
ist At Tangente an ihn u. s. w. nach der 
Analysis. 



Aufgabe 118. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher eine gegebene Gerade und 
einen gegebenen Kreis nach gleichen 
Sehnen von gegebener Länge schneidet 
und durch einen gegebenen Punkt geht. 

Figur 128. 




Gegeben: P, G, Kreis um 0, s. 
Gesucht: Kreis um X. 

Analysis. Kreis X (Fig. 128) schneide 
G nach Sehne a 6 = «, Kreis nach Sehne 
cd = s, diese beiden Sehnen sind einander 
gleich, werden also von einem konzentrischen 
Kreis um X berührt (siehe Erkl. 87). Legt 
man an diesen von P aus die Tangente F e, 
welche den gesuchten Kreis in / schneidet, 
so ist nach Erkl. 87 Vf=s, Pe r=|s. 
Ein Kreis um P mit Pe wird daher vom 
gesuchten Hilfskreis rechtwinklig geschnitten. 
Ein Kreis um 0, welcher die Sehne c d oder 
eine ihr gleiche innerhalb des Kreises be- 
rührt, berührt auch den gesuchten Hilfskreis. 
Daher ist die Aufgabe auf die Aufgabe lU 
zurückgeführt 
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Aufgabe 119. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher zwei gegebene Kreise nach 
gleichen Sehnen von gegebener Länge 
schneidet und durch einen gegebenen 
Punkt geht. 



Andeutung. Die Aufgabe läset sich auf 
analoge Art wie Aufgabe 118 auf die Auf- 
gabe 116 zurückführen. 



Aufgabe 120. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher drei gegebene Kreise be- 
rührt (andere Lösung von Aufgabe 93). 



Andeutung. Analog wie bei Aufgabe 116 
und 117 lässt sich ein Hilfskreis um einen 
dfer Aehnlichkeitspunkte von Kreis und 
Kreis Q finden, welcher vom gesuchten Kreise 
rechtwinklig geschnitten wird. Ein zweiter 
Hilfskreis lässt sich ebenso um einen der 
Aehnlichkeitspunkte von Kreis Q und Kreis 
P konstruieren, der ebenfalls vom gesuchten 
Kreise rechtwinklig geschnitten wird. Da- 
mit liegt die Aufgabe vor: Einen Kreis zu 
zeichnen, der zwei gegebene Krdse recht- 
winklig schneidet und einen gegebenen Kreis 
berührt; eine Aufgabe, welche in der Ana- 
lysis von Aufgabe 116 schon behandelt wor- 
den ist. 



Aufgabe 121. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher drei gegebene Kreise recht- 
winklig schneidet. 



Andeutung. Die Potenzlinien von Kreis 
und Kreis Q, von Kreis und Kreis P^ 
von Kreis Q und Kreis P schneiden einander 
in einem Punkte, dem Mittelpunkte des ge- 
suchten Kreises. 



Aufgabe 122. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher drei gegebene Kreise hal- 
biert. 



Andeutung. Drei geometrische Oerter 
für den gesuchten Mittelpunkt erhält man 
aus Erkl. 77. 



Aufgabe 123. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher von drei gegebenen Kreisen 
halbiert wird. 



Andeutung. Nach Erkl. 82 müssen alle 
drei Kreise einander schneiden und der ge- 
meinsame Schnittpunkt der drei Schnittse- 
kanten ist der Mittelpunkt des gesuchten 
Kreises. 



Aufgabe 124. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher einen gegebenen Kreis recht- 
winklig schneidet, einen zweiten gegebe- 
nen Kreis halbiert und eine gegebene 
Gerade berührt. 



Andeutung. Die Aufgabe führt mit Hilfe 
von Erkl. 84 auf die Aufgabe 82. 
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Aufgabe 125. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher einen gegebenen Kreis recht- 
winklig schneidet, von einem zweiten ge- Andeutung. Die Aufgabe ist unter Be- 
gebenen Kreis halbiert wird und durch rücksichtigung von Erkl. 68 und 86 zu lösen, 
einen gegebenen Punkt geht. 



Aufgabe 126. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher einen gegebenen Kreis hal- 
biert, von einem zweiten gegebenen Kreis Andeutung. Die Lösung der Aufgabe 
halbiert wird und durch einen gegebenen ist in Anmerkung 36 angedeutet. 
Punkt geht. 



Aufgabe 127. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher zwei gegebene Kreise hal- 
biert und eine gegebene Gerade berührt. Andeutung. Die Aufgabe führt unter 

Anwendung von Erkl. 77 auf die Aufgabe 82. 



Aufgabe 128. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher von zwei gegebenen Kreisen 

halbiert wird und eine gegebene Gerade Andeutung. Die Aufgabe führt unter 
berührt Anwendung von Erkl. 82 auf die Aufgabe 111. 



Aufgabe 129. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher zwei gegebene Kreise recht- 
winklig schneidet und einen dritten ge- 
gebenen Kreis halbiert. 



Andeutung. Die Aufgabe führt unter 
Anwendung von Erkl. 84 auf den Umkreis 
eines Dreiecks. 



Aufgabe 130. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher zwei gegebene Kreise recht- 
winklig schneidet und von einem dritten Andeutung. Erkl. 86 liefert zwei Kreise 
gegebenen Kreis halbiert wird. als geometrische Oerter für den gesuchten 

Mittelpunkt. 

Probe: aus Erkl. 75 oder 73. 



Aufgabe 131. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher zwei gegebene Kreise hal- Andeutung. Die Aufgabe führt unter 
biert und einen dritten gegebenen Kreis zweimaliger Anwendung von Erkl. 84 auf 
rechtwinklig schneidet. ^«^ Umkreis eines Dreiecks. 



Aufgabe 132. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher zwei gegebene Kreise hal- 
biert und von einem dritten gegebenen Andeutung. Erkl. 85 liefert zwei Kreise 
Kreis halbiert wird. als geometrische Oerter für den gesuchten 

Mittelpunkt. 

Probe: aus Erkl. 77. 
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Aufgabe 133. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher von zwei gegebenen Kreisen Andeutnng. Erkl. 86 liefert zwei Kreise 
halbiert wird und einen dritten gegebenen »^ geometrische Oerter für den gesuchten 
Kreis rechtwinklig schneidet. Mittelpunkt. 

Probe: aus Erkl. 82. 



Aufgabe 134. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher von zwei gegebenen Kreisen Andeutung. Erkl. 85 liefert zwei Kreise 
halbiert wird und einen dritten gegebenen als geometrische Oerter für den gesuchten 
Kreis halbiert Mittelpunkt. 

Probe: aus Erkl. 82. 



Aufgabe 135. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher zwei gegebene Kreise recht- 
winklig schneidet und eine gegebene Andeutung. L Fall : D i e beiden 
Gerade nach einer Sehne von gegebener ersten Kreise schneiden einander 
Länge schneidet. »i<^*^^' Siehe Erkl. 75 und Aufgabe 98. 

II. Fall: Die beiden ersten Kreise 
schneiden einander: Lege durch ihre 
Schnittpunkte einen Kreis, dessen Mittel- 
punkt auf der Geraden liegt, dieser wird 
von dem gesuchten rechtwinklig geschnitten 
(siehe Erkl. 73). Ist dann A dessen Mittel- 
punkt, r sein Halbmesser und h die Mitte 
der Sehne 5, so ist: 

r2 = (AÄ + is)(AÄ~-^s), 

woraus sich A^ finden lässt. 



Aufgabe 136. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher zwei gegebene Kreise recht- 
winklig und einen dritten gegebenen 

Kreis nach einer Sehne von gegebener Andeutung. I. Fall: Die beiden 
Länge schneidet ersten Kreise schneiden einander 

nicht: Siehe Erkl. 75 und Aufgabe 100. 

II. Fall: Die beiden ersten Kreise 
schneiden einander: Lege durch ihre 
Schnittpunkte einen Kreis, welcher den 
dritten gegebenen Kreis rechtwinklig schei- 
det, und ziehe von seinem Mittelpunkt die 
Tangente an den zum dritten konzentrischen 
Kreis, welcher die Sehne von gegebener 
Länge berührt, so ist der Berührungspunkt 
Mitte der gesuchten Sehne (siehe Auf- 
gabe 100). 



Aufgabe 137. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher zwei gegebene Kreise hal- 
biert und eine gegebene Gerade nach Andeutung, 
einer Sehne von gegebener Länge gahe 98. 
schneidet. 



Siehe Erkl. 77 und Auf- 
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Aufgabe 138. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher zwei gegebene Kreise hal- 
biert und einen dritten gegebenen Kreis Andentong. 
nach einer Sehne von gegebener Länge gäbe 100. 
schneidet. 



Siebe Erkl. 77 nnd Auf- 



Aufgabe 139. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher einen gegebenen Kreis recht- 
winklig schneidet, einen zweiten gegebe- 
nen Kreis halbiert und eine gegebene 
Gerade nach einer Sehne von gegebener 
Länge schneidet. 



Andenttmg. 

gäbe 98. 



Siehe Eürkl. 84 und Auf- 



Aufgabe 140. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher einen gegebenen Kreis recht- 
winklig schneidet, einen zweiten gegebe- 
nen Kreis halbiert und einen dritten 
gegebenen Kreis nach einer Sehne von 
gegebener Länge schneidet. 



Andeatnng. 

gäbe 100. 



Siehe Erkl. 84 ond Anf- 



Aufgabe 141. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher zwei gegebene Kreise nach 
Sehnen von gleicher gegebener Länge 
und einen dritten gegebenen Kreis recht- 
winklig schneidet. 



Figur 129. 




Gegeben: Kreis um 0, Kreis um Q, 
Kreis um P, s. 

Gesucht: Kreis um X. 

AnalysiB. Kreis X (Fig. 129) schneidet 
die Kreise und Q nach der Sehne ab = 
afif ='28 und den Kreis P rechtwinklig 
in d; ein konzentrischer Hilfskreis um X, 
welcher ab und a^^^ berührt, berührt dann 
auch die leicht konstruierbaren konzentri- 
sehen Kreise zu den gegebenen (siehe Erkl. 
87). Von P sei an den konzentrischen 
Bilfskreis die Tangente Pe gelegt, so ist 



Pe = PX' — Xe = Pd' + Xr - X^ 



aber 



folglich 



X(Z = Xa, Xe = Xc, 



Xd' — Xe' = Xä' — Xc' = ac^ = is\ 

folglich ist Pe bekannt, und ein Kreis mn 
P mit Pe wird von dem konzentrischen 
Hilfskreis rechtwinklig geschnitten; daher 
liegt Aufgabe 116 vor. 
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PROSPEKT. 



Dieiei Werk, welchem kein Ahnllchefl sar Seite steht, erscheint monatlich in 
Heften in dem billigen Preise Ton 25 ^ pro Heft nnd bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten nnd praktischsten Inf gaben ans dem Gesamtgebiete der Matkematlk, Physik, 
Meehanlk, math« Geographie , Astronomie 9 des Maschinen-, Strassen- , Eisenbahn-, 
Brücken- nnd Hoehbanes, des konstnikf Iren Zeichnens etc. etc. und swar in ToUstRndig 
gelSster Form, mit yielen Fignren, Erklärungen nebst Angabe und Entwlekelnng der 
benntiten Sitze 9 Formeln 9 Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann yerst&ndlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grSssere Anaahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sieh In ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Ei4>i- 
teln angeordnet — Torliegen. ^ 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
aberlassen bleiben, und zugleich Ton den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. — Die Lösungen hierzu werden später in besonderen Heften ftlr die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, InhaltsTeraeleh- 
nisy Beriehtignngen und erllntemde Erklämngen über das betrelTende Kapitel zur Ausgabe 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen* 
Bchaftlichen ünterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen I. nnd II. (hrd., gleleh- 
berechtigten höheren BOrgersehnlen, PriTatschnlen, Gymnasien, Realgymnasien, Pro- 
gjmnaslen , Schullehrer - Seminaren , Polytechniken , Techniken , Baugewerkschalen, 
Gewerbeschulen, Handelssehnlen, techn. Yorbereitnngsschulen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschnlen, Akademien, üniTersItäten , Land- nnd Forstwlssensehaftsschalen« 
Militärsehnlen, Yorbereltnngs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Ei^flhrig-Frei- 
willige- und Offlziers-Examen, etc. 

Die Schiller, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwisBenBchaftlichen Fächer, werden durch diese, Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schale erworbenen oder nur gehörten Theorien etc 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften TorgefOhrt. 

Dem Lehrer soll mit dieser AufgabeDsammlung eine kräftige Stütze fftr den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — cum Auflösen TOn Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er> 
fibrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine toU- 
Btändige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu Terwerten. Lust, Liebe 
und Yerständnis für den Schnl-Ünterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen BemfiB- 
sweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Terwertungen und weiteren Forschungen geben 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktisdie Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entp;egengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wflnsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Yer&ner, 
Dr. IQeyer, Frankfurt a. M. Fischerfeldstrasse 16, entpregen und wird deren Erledigung 
thnnlichst berflcksichtigt 

Stattgart Die Yerlagshandlniig. 
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F. Allgemeine Lösung der Hauptaufgaben des Berülirungs- 
problems durch Sätze der neueren Geometrie. 

Anmerkung 41. In Abschnitt C \N'ttrde jede der zehn Hauptaufgaben des Berührungs- 
problems gesondert gelöst. Als Hilfsmittel zur Lösung dienten der Tangenten- 
Sekanten-Sehnensatz und der Satz vom Produkte der Abschnitte eines Aehnlich- 
keitsstrahls. Diese Methode, bei ^velcher von der einfacheren zur schwierigeren 
Aufgabe fortgeschritten und die letztere auf früher gelöst^e Aufgaben zurückgeführt 
wird, ist auch diejenige, mit welcher die alten Geometer, insbesondere ÄpoUonius 
dieses Problem behandelten. Der neuen Geometrie ist es gelungen, durch Auf- 
stellung einiger neuen Begriffe und Weiterentwicklung einiger schon den Alten 
bekannten Sätze die schwierigste Aufgabe, nämlich die Konstruktion des Berührungs- 
kreises zu drei gegebenen Kreisen, selbständig aufzulösen und dann die übrigen 
Aufgaben ak Spezialfälle dieser Aufgabe zu behandeln. 

Bevor an die Auflösung der allgemeinen Aufgabe gegangen wird, müssen die 
dazu nötigen Begriffe und Sätze der neueren Geometrie abgeleitet werden. 

Frage 19. Durch welche Betrach- 
tungsweise ist es möglich, sämtliche 

Hauptaufgaben des Berührungsproblems Antwort. Man kann einen Punkt 
als spezielle Fälle einer einzigen Haupt- als Kreis von verschwindend kleinem 
aufgäbe zu lösen? Halbmesser, eine Gerade als Kreis von 

unbegrenzt grossem Halbmesser betrach- 
ten. Dann kommen alle Berührungsauf- 
gaben darauf hinaus, an drei gegebene 
Kreise (von endlichem, verschwindend 
kleinem oder unbegrenzt grossem Halb- 
messer) einen Berührungskreis zu legen. 



Frage 20. Welche Begriffe der neue- 
ren Geometrie sind zur Lösung der Antwort. Um die Aufgabe: „Andrei 
allgemeinen Aufgabe des Berührungs- gegebene Kreise einen Berührungskreis 
Problems nötig? zu legen ^, allgemein zu lösen, benützt 

die neuere Geometrie die Begriffe: Pol 
und Polare, Aehnlichkeitspunkt, 
Potenzlinie. 

Die Potenzlinie und die Aehnlichkeits- 
punkte zweier Kreise waren schon den 
Alten bekannt (siehe Klimpert^ Ge- 
schichte der Geometrie). Sätze über 
Aehnlichkeitspunkte siehe Erkl. 57, 58, 
59, 60, 61, 62, 63. Sätze über die Po- 
tenzlinie siehe Erkl. 68, 69, 70, 72, 
und Anmerkung 27, 28, 29, 30. 



Frage 21. Was versteht man unter 
Pol und Polare eines Kreises? Antwort. Wenn auf einem Halb- 

messer eines Kreises zwei Punkte so 
liegen, dass das Produkt ihrer Abstände 

Cr ans, ApoUon. Berührungsproblem. 9 
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Erkl. 104. Sind P und Q die beiden reci- 
prokeu Punkte, der Mittelpunkt des Kreises 
und r sein Halbmesser, so ist: 

OP.OQ = r«. 

Daraus folgt, dass der eine beider Punkte ausser- 
halb, der andere innerhalb des Kreises liegen 
muss, oder dass beide in einem Punkte des 
Kreises zusammenfallen. 

Erkl. 105. Legt man durch zwei reciproke 
Punkte einen beliebigen Kreis, welcher den ge- 
gebenen Kreis in c schneidet, so ist (siehe 
Fig. 131): _ 

OP.OQ = Oc\ 

Daraus folgt nach dem Tangentensatz, dass c 
Tangente an den beliebigen Kreis ist. Man er- 
hält also den Satz: 

Jeder Kreis, welcher durch zwei in Bezug 
auf einen gegebenen Kreis reciproke Punkte 
geht, schneidet den gegebenen Kreis rechtwinklig. 



vom Mittelpunkt gleich dem Quadrat des 
Halbmessers ist, so nennt man die bei- 
den Punkte konjugiert oder reci- 
prok in Bezug auf den Kreis. 

Zieht man durch den einen zweier 
reciproken Punkte die Senkrechte zu 
dem Halbmesser, der die Punkte trägt, 
so heisst diese Senkrechte die Polare 
des andern Punktes, und der letztere 
der Pol jener Senkrechten. 

Liegt der Pol ausserhalb des ELreises, 
so schneidet die Polare den Kreis, liegt 
der Pol im Kreis, so liegt die Polare 
ausserhalb. Liegt der Pol auf dem Kreis, 
so berührt die Polare • den Kreis, und 
der Pol ist Berührungspunkt (siehe 
Erkl. 104). 



Frage 22. Welche Lehrsätze ergeben 
sich aus der Definition der reciproken 
Punkte und der Polaren? 



Erkl. 106. Liegen auf einer Strecke ab und 
ihrer Verlängerung zwei Punkte c und d so, 
dass ac'.bc =1 adibdj so sagt man: Die 
Punkte c, d liegen harmonisch zu a, b. 



Antwort, a). Aus der Definition der 
reciproken Punkte ergibt sich ausser dem 
in Erkl 105 ausgesprochenen Satze noch 
der folgende: 

Zwei reciproke Punkte teilen den 
Durchmesser, auf dem sie liegen, har- 
monisch; und umgekehrt: zwei har- 
monische Teilpunkte eines Durchmessers 
sind reciproke Punkte. 



TP,vi iAi? T • j T» .. v,!* . 1, Beweis. Nach Voraussetzung ist 

Erkl. 107. In jeder Proportion verhalt sich ,p. . ^^x . 

die Summe der Vorderglieder zur Differenz der \^^S' A^vj. 
Vorderglieder wie die Summe der Hinterglieder q p q q .__ ^i 



zur Differenz der Hinterglieder. 



oder: 
also: 



OP:r = r:OQ, 



Figur 130. 




OP + r:OP — r =:r + OQ:r — OQ 
oder: 

0P + 06:0P — Oa = Oft + OQ 

:06 — OQ 
oder: 

hViaV = 6Q:aQ. 

Aus der Definition von Pol und Polare 
sowie aus den Erkl. 105 und 106 folgen 
die weiteren Sätze: 

b). Jede durch den Pol gehende Sehne 
wird von Pol und Polare harmonisch 
geteilt. 



AUgem. Lösung d. Hauptaufg. dee BerOhrungsproblems durch Sätze d. neueren Geometrie. 131 



Figur 181. 




Beweis. Nach Erkl. 105 schneidet 
jeder durch P und Q (Fig. 131 und 132) 
gehende Kreis den gegebenen Kreis 
rechtwinklig, also auch der durch P, Q, q 
gehende. Der Schnittpunkt sei c. Die 
Mitte h der Sehne ah sei mit ver- 
bunden und von h an den Hilfskreis die 
Tangente hd gezogen. Der Mittelpunkt i 
des Hilfskreises liegt nach Erkl. 50 
auf Pg. 

Nach dem Pythagoräer ist: 



hd =: hl 



id = hl 

.2 



IC = 



{Ol —oii) — {Oi —0^)= 



Figur 132. 



Oc —OK = Oa 



■Oh' 




z=z ah z= bh ^ 
also: 

1) hd = ah = bh; 

andererseits ist nach dem Tangentensatz: 

hd = ÄP. hq 
oder : 

h¥:hd = hd: hq^ 

also nach Erkl. 107 und Gleichung 1): 

h'P-\-hb:hF — ha = hb-\-hq:ha — hq 

oder : 

Erkl 108. Aus dem nebenstehenden Satze 2) 6P : aP = ft(7:ag 

folgt: Die Polare ist der geometrische * ' ' 

Ort der zum Pol gehörigen vierten har- d. h. P und q teilen ab harmonisch (siehe 

monischen Teilpunkte aller durch den Erkl. 106). 
Pol gehenden Sehnen. 

c). Bewegt sich der Pol auf einer Ge- 
raden, so dreht sich die Polare um den 
Pol dieser Geraden; und umgekehrt: 
Die Pole sämtlicher Geraden, welche 
durch einen gegebenen Punkt gehen, 
liegen auf der Polaren dieses Punktes. 

Beweis. P sei Pol von G, OPQ x G, 

also: 

1). .... . OP.OQ = r\ 

p liege auf G, also j?Q X OP. p sei 
Pol von mn und q Schnittpunkt von op 
mit mn, also: 

2) Op.Oq r= r\ 

daher ist: 

3). . . . OP.OQ = Oi).0g, 



Figur 183. 




■Q 
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Erkl. 109. Der Lehrsatz des M-mdaus 
heisst: Werden die Seiten eines Dreiecks 
oder ihre Verlängerungen durch eine 
Transversale geschnitten, so ist das 
Produkt von drei nicht aneinander 
stossenden Abschnitten gleich dem Pro- 
dukt der drei andern nicht aneinander 
stossenden Abschnitte. (Siehe Klimpert, 
Geschichte der Geometrie, pag. 77.) 

ErkL 110. Der Lehrsatz des Ceva heisst: 
Schneiden sich drei Transversalen aus 
den Ecken eines Dreiecks in einem 
Punkt, so sind die beiden Produkte aus 
je drei getrennt liegenden Seitenab- 
schnitten einander gleich, (^iehe Klimpert, 
Geschichte der Geometrie, pag. 149.) 

Erkl. 111. Der nebenstehend bewiesene Satz 
wurde schon bei Aufgabe 84 benutzt (siehe 
Erkl. 48). 



folglich bilden nach Erkl. 45 die Punkte 
jp, Q, P, q ein Kreisviereck. In diesem 
ist aber -^ bei Q = 90 ^ folglich nach 
Erkl. 53 auch <^ hei q = 90 ^ folglich 
geht iww, welche auf op in q senkrecht 
seht, durch P, w. z. b. w. 

d). Zieht man durch einen Punkt meh- 
rere Sekanten in einen Kreis und ver- 
bindet die Endpunkte der abgeschnitte- 
nen Sehnen, so schneiden die Verbin- 
dungsgeraden einander auf der Polare 
des Punktes. 

Beweis. Pab und Vcd seien zwei 
durch P gehende Sekanten, bd und ac 
schneiden einander in R, bc und ad 
schneiden einander in S, RS schneidet 
ab in e, cd in f. 

Im Dreieck Ra6, dessen Seiten von 
der Transversale Pd geschnitten werden, 
und im Dreieck Red, dessen Seiten von 
der Transversale P6 geschnitten werden, 
ist nach dem Lehrsatz des Mendaus: 

1). . . ftP.ac.Rd = aP.Rc.6d 

2). . . dP.ac.R6 = cP.Ra.6d. 

Im Dreieck Ra6 werden die Seiten 
von den durch den Punkt S gehenden 
Ecktransversalen Rc, da^ 6c, in dem 
Dreieck Red werden die Seiten von den 
durch Punkt S gehenden Ecktransver- 
salen R/*, da^ cb geschnitten, daher ist 
nach dem Satze des Ceva: 

3). . . 6c.ac.Rd = ac .Rc.6d 

4). . . d/". ca. R6 = c/'.Ra.6d. 

Dividiert man 1) durch 3) und 2 
durch 4), so erhält man: 

5) 6P : 6e = aP: ac 

und 

6) dV:df= cV:cf 

d. h. (siehe Erkl. 106): 

Die Punkte P und f sind harmonische 
Teilpunkte der Sehne cd^ die Punkte 
P und e sind harmonische Teilpunkte 
der Sehne a6, also ist die Verbindungs- 
gerade von e und /*, d. h. RS, Polare zu 
P (siehe ErkL 108). 
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Frage 23. Wie konstruiert man die 
Polare eines gegebenen Punktes und den Antwort. Liegt der Pol ausserhalb 
Pol einer gegebenen Geraden ? des gegebenen Kreises, so ist die Polare 

die Sehne zwischen den Berührungs- 
punkten der Tangenten, welche man vom 
Pol an den Kreis ziehen kann (siehe 
Erkl. 50 und Erkl. 104). Liegt der 
Pol innerhalb, so schneiden sich auf 
seiner Polare die Tangentenpaare in den 
Endpunkten aller Sehnen, welche durch 
den Pol gezogen werden können (siehe 
Frage 22 c). Mit Hilfe dieser Bemer- 
kungen lassen sich die Polare eines ge- 
gebenen Pols und der Pol einer ge- 
gebenen Polare leicht zeichnen. 

Satz d) von Frage 22 erlaubt jedoch 
die Zeichnung der Polare zu gegebenem 
Pol und des Pols zu gegebener Polare, 
einerlei ob der Pol (die Polare) ausser- 
halb oder innerhalb des Kreises liegt, 
mit alleiniger Anwendung des Lineals. 
Man verfahrt dabei ganz nach Fig. 134. 

a). Pol P gegeben: Ziehe durch den 
Pol zwei beliebige Sehnen Paft und Ted 
und verbinde deren Endpunkte. Ver- 
binde die zwei Schnittpunkte R und S 
der Verbindungsgeraden, die Verbindungs- 
gerade ist die gesuchte Polare. 

b). Polare RS gegeben: Ziehe durch 
einen beliebigen Punkt R der Polaren 
zwei Sehnen a&, bc^ und verbinde ihre 
Endpunkte. Das eine Paar von Ver- 
bindungsgeraden schneidet sich auf der 
Polaren in R, das andere im gesuchten 
Pol P. 



Frage 24. Was versteht man unter 
der Potenzlinie zweier Kreise? Antwort. Die Potenzlinie zweier Kreise 

ist der geometrische Ort für alle Punkte, 
welche in Bezug auf beide Kreise gleiche 
Potenz haben (siehe Erkl. 43 und 54). 
Dieser geometrische Ort ist eine auf der 
Zentrale beider Kreise senkrechte Gerade, 
welche bei Kreisen, die einander schnei- 
den, mit der Schnittsekante zusammenfällt, 
wenn die Kreise auseinanderliegen, zwi- 
schen denselben hindurchgeht, und zwar 
durch die Mittelpunkte der gemeinsamen 
Tangenten. 
Wenn die Kreise einander berühren, 



l?A 
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50 ist die Potenzlinie die Tangente im 

MrkL 112. hind and Q die Htttelpniikte, Berührangspmikt 



r nnd r^ die Halbmesier der beiden Kreise, to 
besteht für jeden Pankt X der Potenzlinie die 
Oleichnnjfr 



XO*-XQ' = r 



? 



Uegt der kleinere Soreis im grösseren, 
so schneidet die Potenzlinie keinen der 
Kreise. 

Sind die Kreise konzentrisch, so fallt 
die Potenzlinie in unendliche Entfemong 
(s. Anmerkung 27, 2S, 29 nnd Erkl. 112.) 



Flgnr 135. 








ff. 



A.. 



/ 



.y 



/ 



¥TB§e 25. Wie wird die Zentrale 
durch die Potenzlinie geteilt? Antwort. Wenn man diejenigen Punkte, 

in welchen die Kreise durch ihre gemein- 
same Zentrale geschnitten werden, als 
ihre Scheitel bezeichnet, und zwar die 
vom Mittelpunkte aus nach gleicher Rich- 
tung hin gesehenen Scheitel als gleich- 
namige, die andern als ungleich- 
namige, so kann man folgende Sätze 
aussprechen: 

a). Jede Strecke zwischen zwei un- 
gleichnamigen Scheiteln wird von der 
Potenzlinie in zwei Abschnitte geteilt, 
die sich verhalten wie die Strecken zwi- 
schen den gleichnamigen Scheiteln. 
^' b). Jede Strecke zwischen zwei gleich- 
namigen Scheiteln wird von der Potenz- 
linie in zwei Abschnitte geteilt, die sich 
verhalten wie die Strecken zwischen den 
ungleichnamigen Scheiteln. 

(ö. Erkl 94.) In jeder Proportion verhält Beweis I. Ist P der Schnittpunkt von 
•ich die Summe der Vorderglieder znr Summe Potenzlinie und Zentrale, so ist, da P 
der Hinterglieder wie zwei homologe Gheder. gleiche Potenz in Bezug auf beide Kreise 

hat: 

Pa.Pft = Pai.Pfti 
oder 

Pa:Pai = PftiiPft, 
also 

Pa + Pai:P6 + P6i = ParPft^ 

= Pa^rPfe 
oder 

Pa,:P6 j ' ' 

Beweis ü. Da 



so ist 
oder 



Pa.Pft = ?a,.?h,, 
Pa:P6i = PoiiPft, 
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Pa + Pft^rPa^+Pft = ParPa^ 

= P6, : P6 
oder 

Pa:Pa, j 



Frage 26. Welche wichtigen Begriffe 
ergeben sich aus dem Umstände, dass Antwort, a). Da zwei Kreise ähnliche 
zwei Kreise ähnliche Figuren sind? Figuren in ähnlicher Lage sind (siehe 

Kleyer-Sachs^ Lehrbuch der Planimetrie), 
so verhalten sich parallele Halbmesser, 
parallele Durchmesser, parallele Tangen- 
tenpaare und die zugehörigen Berührungs- 
sehnen, ferner die Sehnen, welche die 
Endpunkte paralleler Halbmesser ver- 
binden, wie die Halbmesser der Kreise. 

b). Verbindet man die Endpunkte pa- 
ralleler, nach gleichen Seiten gerichteter 

EpkL 113. Die nebenstehenden Definitionen Halbmesser, SO geht die Verbindungs- 
imd Lehrsätze sind schon in Erkl. 57, 58, 60 gerade durch einen festen Punkt der 
enthalten. Zentrale, den äusseren Aehnlichkeits- 

punkt. Verbindet man die Endpunkte 
paralleler , entgegengesetzt gerichteter 
Halbmesser, so geht die Verbindungs- 
gerade durch einen festen Punkt der 
Zentrale, den inneren Aehnlichkeits- 
punkt. 

Beide Aehnlichkeitspunkte teilen die 
Zentrale aussen und innen (harmonisch) 
im Verhältnis der Halbmesser. 

Bei Kreisen, welche einander von aussen 
(von innen) berühren, ist der Berührungs- 
punkt innerer (äusserer) Aehnlichkeits- 
punkt. 

c). Jede Gerade, welche durch einen 
der Aehnlichkeitspunkte geht , heisst 
Aehnlichkeitsstrahl. 

Wenn ein Aehnlichkeitsstrahl die Kreise 
schneidet, so teilt er sie in ähnliche 
Bögen. 

Die gemeinsamen Tangenten sind eben- 
falls Aehnlichkeitsstrahlen. 

d). Die Punkte, in welchen ein Aehn- 
lichkeitsstrahl parallele Durchmesser 
schneidet, nennt man homologe Punkte; 
zwei Geraden heissen homolog, wenn sie 
parallel sind und durch homologe Punkte 
gehen. 

Die Verbindungsgeraden (-strecken) 
homologer Punktepaare sind homologe 
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chende StQcke Terhalten wie die Halbmesser. 



Geraden (Strecken), die Schnittpunkte 

homologer Geraden sind homologe Punkte. 

Homologe Strecken verhalten sich wie 

ErU. 114. Die Beweise der nebenstehenden die Halbmesser. 
Satze ergeben sich ans der Aehnlichkeit der Die Abstände homologer Punkte vom 

Ä" ^Ä'".*Ä„" t^ L'VI.^TJ:!- Aehnlichkeitspunkt verhalten sich wie die 

Halbmesser. 

Homologe Strecken werden von einem 
Aehnlichkeitsstrahl nach gleichem Ver- 
hältnis geteilt, und umgekehrt: DiePunkte, 
welche homologe Strecken im gleichen 
Verhältnis teilen, sind homologe Punkte. 

Gleichnamige Scheitel sind homologe 
Punkte des äusseren, ungleichnamige 
Scheitel sind homologe Punkte des in- 
neren Aehnlichkeitspunkts. 



Frage 27. Welche Beziehungen be- 
stehen zwischen den Abschnitten eines Antwort. Wenn ein Aehnlichkeits- 
Aehnlichkeitsstrahls ? strahl die beiden Kreise schneidet, so 

ist je ein Schnittpunkt auf dem einen 
Kreise homolog zu einem Schnittpunkt 
auf dem andern Kreis. Es gibt also auf 
jedem Aehnlichkeitsstrahl zwei Paare 
homologer und zwei Paare nicht homo- 
loger Schnittpunkte. 
Das Produkt der Abstände zweier nicht 
Erkl. 116. Der nebenstehende Satz ist in homologen Schnittpunkte vom Aehnlich- 
S.®L^.[!?^^"J i? Aufgabe 87 bewiesen (siehe keitspunkt ist gleich dem Produkt der 
Erkl. 59 und 62). Abstände der beiden andern nicht ho- 

mologen Punkte vom Aehnlichkeitspunkt. 
Diese Produkte sind für jeden Aehnüch- 
keitsstrahl konstant und zwar gleich dem 
Produkt zweier nicht homologen Scheitel 
vom Aehnlichkeitspunkt. 

Figur 136. 




df- 



In Fig. 136 und 137 ist also, wenn 
A den äusseren oder inneren Aehnlich- 
keitspunkt, a, a^; 6, b^ homologe Paare 
von Scheiteln, c, c^^ d, d^ homologe 
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Figur 137. 




Paare von Schnittpunkten eines Aehn- 
lichkeitsstrahls mit den Kreisen bedeuten: 

Ac. Adj = Ac^. Ad = Aa, Aft^ = ka^.Ah, 

Diese konstanten Produkte der Ab- 
schnitte eines Aehnlichkeitsstrahls nennt 
man die gemeinschaftliche Potenz 
der zwei Kreise in Bezug auf den 
Aehnlichkeitspunkt. Diese gemein- 
schaftliche Potenz nennt man äussere, 
wenn sie sich auf den äusseren, innere, 
wenn sie sich auf den inneren Aehnlich- 
keitspunkt bezieht. 



Frage 28. Bestehen zwischen Aehn- 
lichkeitspunkt, Potenzlinie und Polaren Antwort. Ist A der (äussere oder 
einfache Beziehungen und welche? innere) Aehnlichkeitspunkt zweier Kreise 

und Q; sind a und a^, b und i^ ho- 

Figur 138. • 







Figur 139. 





mologe Scheitel der Kreise, p und p^ 
die Schnittpunkte der Zentrale mit den 
Polaren des Aehnlichkeitspunkts in bei- 
den Kreisen, P der Schnitt der Potenzlinie 
mit der Zentrale, so ist (Fig. 138 u. 139): 

ap:bp = a^p^ib^Pi r=s aV ib^V = a^F :bV 

oder: 

^ Die Abschnitte, in welche der Durch- 
' messer jedes Kreises durch seine Polare 
des (äusseren oder inneren) Aehnlichkeits- 
punkts geteilt wird, verhalten sich wie 
die Strecken, in welche der Abstand 
zweier nicht homologen Scheitel durch 
die Potenzlinie geteilt wird. 



Beweis. Die beiden Sätze a) und b) 
in der Antwort zu Frage 25 lassen sich 
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unter Berücksichtigung des in der Ant- 
wort d) zu Frage 26 berührten ümstan- 
des, dass nämlich für den äusseren Aehn- 
lichkeitspunkt die gleichnamigen, für den 

Erkl. 116. Die SÄtze a) und b) in der Ant- inneren Aehnlichkeitspunkt die ungleich- 
wort zu Frage 25 lauten: namigen Scheitel homologe Punkte sind, 

Die Abschnitte jeder Strecke zwischen zwei ^^ einen einzigen zusammenziehen. Man 
nicht homologen Scheiteln, in welche sie durch muss dabei nur für den inneren Aehn- 
die Potenzlinie geteilt wird, verhalten sich wie lichkeitspunkt die Punkte a^ und 6^ ver- 
die Strecken zwischen beiden Paaren homologer tauschen £s ist also 
Scheitel. 

1). aV ib,? = a,V:b? = aa,:b\. 

Nun sind aber die Polaren des Aehn- 
lichkeitspunkts homologe Geraden in 
beiden Kreisen, also die Punkte p und 
i>4 homologe Punkte; sie teilen daher 
die Durchmesser nach dem gleichen Ver- 
hältnis und es ist: 

2). . . . apibp = «li^i^ftiÄ- 

Ihre Abstände vom Aehnlichkeitspunkt 
sind ebenfalls proportioniert, also: 

(S. Erkl. 94.) In jeder Proportion Terhält AarAa^ = AftlAi^, 

sich die Differenz der Yorderglieder zur Diffe- oder 
renz der Hinterglieder wie ein Paar homologer 
Glieder. Aa — ka^ikb — Ab^ = AaiAb 

= Atti : Abi 
oder 

3). aa^ : bb^ = Aa : Ab = Aa^ : Aftj. 

Da Pol und Polare den Durchmesser 
harmonisch teilen (siehe die Antwort b) 
zu Frage 22), so ist: 

( ap :bp = Aa : Ab 

' i <^Pi • ^Pi = Aai : A6j, 
aus 3) und 4) folgt: 
5). ap : bp = aiP^ : \Pi = aa^ : 66i, 
aus 1) und 5) folgt dann: 

j ap:bp 1 ( aP:6,P 
1 = «ii>i ' ^iPi i I = a^P : feP 



Aufgabe 142. Die Polaren der Aehn- 
lichkeitspunkte und die Potenzlinie für Gegeben: Kreise um und Q. 

zwei Kreise gleichzeitig zu zeichnen. ^ i^r^x i..^ ^ ^' r^ 

Gesucht: Potenzlmie /^jr und die Po- 
laren ep und CiPi des äus- 
seren (Fig. 140) und inne- 
ren (Fig. 141) Aehnlich- 
keitspunkts. 
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Erkl. 117. Die nebenstehende Eonetruktion 
erfordert nicht die Amrendung des Zirkels, nur 
die einmalige Ziehung zweier Fftrallelen, alles 
Uebrige geschieht mit dem Lineal allein. 



EoaBtTaktion. Ziehe durch die homo- 
logeD Scheitel a und Q] (in Fig. 140 gleich- 
namig, in Fig. 141 ungleichnamig) zwei be- 
liebige, parallele Sehnen ac||a,Ci, ziehe 
cci, welche Kreis in d, Kreis Q in dj 
trifft, ziehe hd und i'id,. 

ac und bd schneiden eioander in e 
a,Ci „ b,d, ,, ^ „ ei 

a,c, ri bd „ „ „ /■ 

BC , bA . -, „ ff. 

Die Senkrechten durch e und e^ zur Zen- 
trale sind die Polaren des (äusseren in 
Fig. 140, inneren in Fig. 141) Aehnllch- 
keitspnnkte, fg ist die Potenzlinie beider 
Kreise. 





Beweis. Da ac ||a,c,, so sind c und e^ 
homologe Punkte, also cc, Äehnlicbkeits- 
strahl, folglich d und d^ homologe Punkte, 




daher hd und h\di homologe Geraden und 
e and «i homologe Punkte. Nach Frage 22, 
Antwort d), ist e ein Punkt der Polare des 
Schnittpunkte von ah und cd, folglich ep 
Polare dieses Schnittpunkts, d. h. des Aehn- 
llchkeitspunkta, ebenso e^p^ Polare des Aehn* 
lichkeitspunkts im Kreis Q. 



140 



Das Apollonische Berühningsproblem. 



Es ist nach Konstraktion: 

fci II ac, 
folglich : 

^fcid = <^ acd 

als Wechselwinkel bei Parallelen, 
<^acd = <^dha 

als Peripheriewinkel aber Bogen a(f, folglich: 

<^fc^d = <^ßa,, 

daher die Dreiecke fdct nnd füib ähnlich, 
also: 

fCi :fd = fb. fai, 

oder: 

fCt . M = fh . fd. 

Punkt f hat also gleiche Potenz in Bezug 
auf beide Kreise. Ebenso findet man, dass 

ist, also: 

ghi.gdy = ga. gc, 

folglich hat auch g gleiche Potenz in Bezug 
auf beide Kreise, daher ist fg Potenzlinie. 

Anmerkung 42. Die in Aufgabe 151 gezeigte Konstruktion ist auch in dem Falle 
anwendbar, dass der Kreis Q in einen Punkt ausartet. 



Figur 142. 




f 



'^ 



Ziehe QO, welche den Kreis in a und h 
schneidet, ziehe beliebig Sehne ac und die 
Parallele dazu durch Q, ziehe Qc, welche 
den Kreis in d schneidet Ziehe hd, welche 
ac in 6 und die Parallele in f schneidet 
Ziehe durch e und f Senkrechten zur Zen- 
trale von Q. 

Der Beweis ergibt sich aus demjenigen 
der vorigen Aufgabe. 



Frage 29. Was wird aus Aehnlich- 
keitspunkt, Potenzlinie, Polare, wenn die Antwort, a). Die Aehnlichkeits- 
Kreise in Punkte oder Geraden ausarten? punkte zwischen einem Punkt und einem 

Kreis fallen mit dem Punkt zusammen. 
Die Aehnlichkeitspunkte zwischen einem 
Kreis und einer Geraden sind die End- 
punkte des auf der Geraden senkrechten 
Durchmessers. 

Die Aehnlichkeitspunkte zwischen einem 
Punkt und einer Geraden fallen mit dem 
Punkt zusammen. 

Der innere Aehnlichkeitspunkt zwischen 
zwei Punkten ist die Mitte der Verbin- 
dungsstrecke, der äussere Aehnlichkeits- 
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punkt ist ein unendlich entfernter Punkt 
auf der Verbindungsgeraden. 

Die Aehnlichkeitspunkte zwischen zwei 
Geraden sind unbestimmt. 

b). Die Potenzlinie zwischen einem 
Punkt und einem Kreis halbiert den Ab- 
stand zwischen dem Punkt und seiner 
Polaren in Bezug auf den Kreis (siehe 
Erkl. 70 und Frage 23). 

Die Potenzlinie zwischen zwei Punkten 
ist das Mittellot ihrer Verbindungsstrecke. 

Die Potenzlinie zwischen einem Punkt 
und einer Geraden ist die Gerade selbst. 

Die Potenzlinie zwischen zwei Geraden 
ist eine der Halbierungsgeraden der 
Winkel zwischen den gegebenen Geraden. 

Die Potenzlinie zwischen einem Kreis 
und einer Geraden ist die Gerade selbst. 

c). Die Polare eines Punkts in Bezug 
auf eine Gerade ist die letztere selbst. 

Der Pol einer Geraden in Bezug auf 
einen Punkt ist dieser selbst. 

Der Pol einer Geraden in Bezug auf 
eine Gerade ist unbestimmt. 



Frage 30. Welche Beziehungen be- 
stehen zwischen den Aehnlichkeitspunkten 
von drei Kreisen? 



Figur 148. 




Antwort. Werden drei Kreise auf 
alle Weise paarweise verbunden, so er- 
hält man drei äussere und drei innere 
Aehnlichkeitspunkte. Die drei äusseren 
Aehnlichkeitspunkte liegen auf einer 
Geraden; je zwei innere und ein äusserer 
Aehnlichkeitspunkt liegen auf einer Ge- 
raden. 

Die vier Geraden, auf denen je 
drei Aehnlichkeitspunkte liegen, heissen 
Aehnlichkeitsaxen. 

Drei Kreise haben vier Aehnlich- 
keitsaxen, eine äussere und drei innere. 

Beweis. Sind r^, r^, r, die Halb- 
messer der drei Kreise 0, Q, P (Fig. 
143), A^ und Aj der äussere und innere 
Aehnlichkeitspunkt von und Q, ebenso 
Bj und Bj von und P, C^ und C, 
von Q und P, so ist nach Antwort b) zu 
Frage 26: 

OAj :QAt = OAjiQA, = r^ :r^ 

OBjiPBj = OB2 :PB, =r,:r^ 

QC, :PC, ^^QC^rPC, =r,:r,, 
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Erkl. 118. Die Ümkehrong des Satzes von 
Mendaus heisst: Liegen auf den Seiten eines 
Dreiecks oder ihren Verlängerungen drei Punkte 
so, dass die Produkte dreier nicht benachbarten 
Abschnitte gleich den Produkten der drei andern 
Seitenabschnitte ist, so liegen die drei Punkte 
in einer Geraden. 



daher : 

OA^ .QC^ .PB t _ i\ 3 j. j^ _ 
QA, .PC, .OB, "" r,.r,.r, "" ' 

also 

OA, .QC, -PB, = QA, .PC,.OBi, 

ebenso findet man 

OA, .QC, .PB^ = QAj.PC, .OB, 

OA, .QC, .PB, = QA^ .PC, .OB, 

OA, .QC, .PB, = QA, .PC,.OB„ 

es liegen daher nach der ümkehrung 
des Satzes von Menelam die drei Punkte 

A, B, C, 

A2 B, Ci je in einer 

A, B, C, Geraden. 

A, B, C, 



Frage 31. Welche Beziehungen be- 
stehen zwischen den Potenzlinien dreier 
Kreise ? 



Antwort. Werden zwischen je zweien 
von drei Kreisen die Potenzlinien kon- 
struiert, so gehen dieselben durch einen 
Punkt, den Potenzpunkt der drei 
Kreise. 



Jeder Punkt der Potenzlinie 
der Kreise und Q hat gleiche Potenz 
für diese Kreise, jeder Punkt der Po- 
tenzlinie von und P hat gleiche Po- 
tenz für die Kreise und P, folglich 
hat der Schnittpunkt beider Potenzlinien 
gleiche Potenz für die Kreise Q und P, 
da aber die Potenzlinie der Kreise Q 
und P der geometrische Ort aller Punkte 
gleicher Potenz für die Kreise Q und P 
ist, so muss sie durch jenen Schnittpunkt 
der beiden ersten Potenzlinien hindurch- 
gehen. 



Frage 32. Welche Beziehungen be- 
stehen zwischen Aehnlichkeitspunkt, Po- 
tenzlinie, Polaren der Aehnlichkeitspunkte 
von zwei Kreisen und einem gemein- 
samen Berührungskreis? 



Antwort, a). Werden zwei Kreise 
von einem dritten Kreise gleichartig oder 
ungleichartig berührt, so ist die Sehne 
zwischen den Berührungspunkten äusse- 
rer oder innerer Aehnlichkeitsstrahl der 
zwei ersten Kreise. 
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Beweis siehe Analysis zu Aufgabe 87, 
vgl. Erkl. 58 und 61. 



Figur 144. 




b). Werden zwei Kreise von einem 
dritten berührt, so liegt der Pol der 
Potenzlinie der zwei ersten Kreise in 
Bezug auf den dritten auf der Berüh- 
rungssehne. 

Beweis. In Fig. 144 ist aft^ die Be- 
rührungssehne, RRi die Potenzlinie der 
Kreise und Q, r deren Pol in Bezug 
auf Kreis X. Ziehe die Tangenten af 
'JJA und 6,/*, so sind dieselben einander gleich, 
also hat f gleiche Potenz in Bezug auf 
beide Kreise und Q, liegt also auf 
RR^. Da nun ab^ Polare von /", d. h. 
von einem Punkte der RR^ ist (siehe 
Frage 23), so liegt der Pol von RR^ 
auf ab^^ (siehe Frage 22, Antwort c). 

c). Werden zwei Kreise von zwei an- 
dern beide gleichartig (oder beide un- 
gleichartig) berührt, so ist die Potenz- 
linie des einen Kreispaares ein äusserer 
(oder innerer) Aehnlichkeitsstrahl des an- 
dern Kreispaares. 



Figur 145. 




Ilnr^-^ A 
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Beweis. Nach Satz a) gehen die Be- 
rührungssehnen ab^ und cd^ (Fig. 145) 
der Kreise X und Y durch den Aehn- 
lichkeitspunkt A der Kreise und Q. 
Nach dem in der Antwort zu Frage 27 
ausgesprochenen Satze ist: 

Aa.Aft^ =Ac.Ad!t. 

Also hat A gleiche Potenz in Bezug 
auf die Kreise X und Y, d. h, die Po- 
tenzlinie RRi von X und Y geht durch A. 

Ebenso werden aber die Kreise X 
und Y von den Kreisen und Q be- 
rührt, also gehen die Berührungssehnen 
ac und ft^d^ durch einen Aehnlichkeits- 
punkt Z der Kreise Xund Y, und es ist: 

Za. Zc = Zhi . Zd|L, 

folglich hat Z gleiche Potenz in Bezug 
auf die Kreise und Q, d. h. die Po- 
tenzlinie von und Q geht durch Z. 



Figur 146. 




Der Beweis ist wörtlich derselbe für 
ungleichartige Berührung und innere 
Aehnlichkeitspunkte (Fig. 146). 

d). Wenn zwei Kreise von einem dritten 
Kreise gleichartig (oder ungleichartig) 
berührt werden, so ist die Potenzlinie 
der zwei ersten Kreise eine Richtung 
des Berührungskreises, welche jeder Po- 
laren des äusseren (oder inneren) Aehn- 
lichkeitspunkts in den berührten Kreisen 
homolog ist. 



Preisgekrönt in Frankfurt a. M . 1881. 
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Bum Selbststudium, das vortrefiTlichste Nachschlagebuch für Fachleute and 
Techniker jeder Art. 

8). Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. 
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Preisgekrönt in Frankfart a, M, 1881. 

PROSPEKT. 

Dietet Werk, welchem kein Rknllches sar Seite steht, erscheint monatlich In 3 — 4 
Heften sn dem biUigen Preise Ton 25 ^ pro Heft nnd bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten nnd praktischsten Anf gaben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik , Pbjsik, 
Mechanik, math. Geographie 9 Astronomie ^ des Maschinen- , Strassen- , Eisenbahn-, 
Brfieken- nnd HochbaneSy des konstruktiren Zeichnens etc. etc. nnd zwar in TOlIstSndig 
gelöster Form, mit yielen Figuren, ErklHmngen nebst Angabe nnd Entwickelnng der 
benntiten Sfttxe, Formeln 9 Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die LOsnng 
jedermann yerst&ndlich sein kann, bezw. wird, wenn eine grossere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sieh in ihrer Gesamtheit erg^huen und alsdann auch alle 
Teile der reinen nnd angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Eapi- 
teln angeordnet — yorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von nngelSsten Aufgaben beigegeben , welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden kOnnen. — Die LSsnngen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand dei 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsyemelch- 
nis, Berichtigungen und erlftntemde ErklSmngen über das betreffende Kapital zur Auagaba 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandtefl des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterricbtsplanes folgender Schulen: Realsehnlen I. nnd II« (h:d.» gleich- 
berechtigten höheren Bttrgersehnleni FrlTatschnlen, Gymnasien, Realgymnasien 9 Pro- 
gymnasien 9 Schullehrer- Seminaren y Polytechniken 9 Techniken 9 Bangewerksehnlen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Torbereltnngssehnlen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildnngsscbnlen, Akademien, TJulyersItäten , Land- nnd Forstwissensehaftsschnlen, 
Millt&rschnlen, Torbereltnngs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Eli^ährlg-Frel-^ 
willige- nnd Offlziers-Examen, etc. 

Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Losungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lOsen haben^ zugleich aber auch 
die überaus grosse Fruchtbarkelt der mathematischen Wissenschaften vorgeführt 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlang eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischeD 
Disziplinen — znm Auflösen Ton Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten ^e yoU- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu Idsen, die ge* 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu yerwerten. Lust, Liebe 
und Terständnis für den Schul-Ünterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlang zur Anfftlsohnng der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen BemliB- 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen nnd 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Yerwertungen und weiteren Forschungen geben 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Verfiuser, 
Dr. Kleyer, Frankfürt a. M. Fischerfeldstrasse 16, entgegen nnd wird deren Erledigung 
thnnlichst berücksichtigt 

Stattgart Die Yerlagsliandliuig« 



ADgem. Lösung d. Hauptaufg. des Berührnngsproblems durch S&tze d. neueren Geometrie. 145 



Figur 147. 



— r 




Ä — 



R 



/iL 



j 



o 







^ ^, ^ 



PZ 






/ ! 



/ 



Rl 



V 



\ 



A 



Q 



Kreis X (Fig. 147) berührt 
die Kreise und Q in a und b^ , es ist 
die Potenzlinie RR^ der Kreise und Q 
konstruiert und auf sie das Lot Xq ge- 
fällt Femer ist in Kreis die Polare 
rr^ des äusseren (oder inneren) Aehn- 
lichkeitspunkts der beiden ersten Kreise 
gezogen, welche OQ in p trifft. 

Beschreibe über dem Abstand 
zweier für den äusseren (oder 
inneren) Aehnlichkeitspunkt nicht 
homologen Scheitel g und \ als 
Durchmesser einen Kreis Z, so be- 
rührt derselbe die Kreise und 
Q ebenso wie Kreis X. Daher 
ist nach Satz b) RR^ Aehnlich- 
keitsstrahl der Kreise X und Z. 
Es werden daher die einander 
\ parallelen Durchmesser ^,ä, von 
^' Kreis X und ghi von Kreis Z 
durch RR^ im gleichen Verhältnis 
_ ^ geteilt, also 

1) . . g2q:Kq = 9Y:KV, 

aber nach der Antwort auf Frage 28 
wird der Durchmesser hg des Krei- 
ses von der Polare rr^ im gleichen 
Verhältnis geteilt wie g \ von der Potenz- 
linie RR^, oder: 



\ 



\ 



2) . . . 
folglich : 



gpihp == g?:hiV, 
gpihp =g^q:Kq- 



Die Punkte p und q teilen also die 
parallelen Durchmesser der Kreise 
und X im selben Verhältnis, sind also 
nach Frage 26, Antwort d) homologe 
Punkte und die durch sie gehenden pa- 
rallelen Geraden rr^ und RR, homologe 
Geraden der Kreise und X. 

Der Beweis gilt wörtlich gleich für den 
äusseren oder inneren Aehnlichkeitspunkt. 



Frage 33. Welche Sätze gelten für 
die Berührungskreise an drei gegebene 
Kreise? 



Cr«nz, Apollon. Berflhnmgsproblem. 



Antwort, a). Wenn drei Kreise von 
zwei andern Kreisen, jeder in derselben 
Weise, berührt werden, so ist der Po- 
tenzpunkt der drei ersten Kreise ein 
Aehnlichkeitspunkt der zwei Berührungs- 
kreise und zwar der äussere, wenn die 
letzteren alle drei Kreise gleichartig, ein 

10 
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] 



innerer, wenn sie dieselben ungleichartig 
berühren. 

Der Beweis folgt aus Satz c) in Frage 32 
sowie aus der Antwort zu Frage 31. 

h). Werden drei Kreise von zwei an- 
dern Kreisen, von jedem in der gleichen 
Weise, berührt, so ist die Potenzlinie 
der beiden Berührungskreise eine Aehn- 
lichkeitsaxe der drei ersten Kreise und 
zwar die äussere, wenn die drei Kreise 
von den Berührungskreisen gleichartig, 
eine innere, wenn sie ungleichartig be- 
rührt werden. 

Der Beweis folgt aus Satz d) in der 
Antwort zu Frage 32 und aus der Ant- 
wort zu Frage 30. 



Aufgabe 143 a. Sämtliche möglichen 
Berührungskreise zu drei gegebenen Krei- 
sen zu zeichnen. 

Erkl. 119. Die Aufgabe wurde in Nro 93 
und 120 schon auf zwei andere Arten gelöst. 

Figur 148. 




xVt 



Gegeben: Kreis um 0, Kreis um Q, 
Kreis um P. 

Gesucht: Kreise um X und Y. 



Erste Lösung. 

Analysis. Die gegebenen Kreise werden 
von den gesuchten Kreisen X und Y in 
Fig. 148 sämtlich gleichartig berührt. In 
Fig. 149 wird das Kreispaar und Q gleich- 
artig, die Paare und P, sowie Q und P 
ungleichartig berührt. Nach Antwort b) zu 
Frage 33 ist die äussere Aehnlichkeitsaxe 
der drei Kreise 0, Q, P Potenzlinie der 
Kreise X und Y in Fig. 148, und diejenige 
innere Aehnlichkeitsaxe, welche durch den 
äusseren Aehnlichkeitspunkt von und Q 
p:eht, Potenzlinie der Kreise X und Y in 
Fig. 149. Die beiden Kreise X und Y 
werden von jedem der drei gegebenen Kreise 
berührt, also liegen nach Antwort b) zu 
Frage 32 die Pole ^i, ^2» ^s der Potenz- 
linie von X und Y (d. h. der Aehnlichkeits- 
axe AiAgAg, bezw. A2B1B2 der drei ge- 
gebenen Kreise) auf den Berührnngssehnen 
aai, hbi, cci. Femer ist nach Antwort a) 
zu Frage 32 der Potenzpunkt H der drei 
gegebenen Kreise sowohl in Fig. 148 als in 
Fig. 149 innerer Aehnlichkeitspunkt der 
Kreise X und Y, weil diese die drei Kreise 
in entgegengesetzter Weise berühren. Es 
gehen daher nach Antwort a) zu Frage 32 
die Berührungssehnen aai, bhi^ cci durch 
R, weil jeder der drei Kreise 0, P, Q die 
beiden Kreise X und X ungleich berührt 
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Figur 149. 




Srkl. 120. Werden drei Kreise 0, Q, P von 
einem vierten Kreise X berührt, so liegt der 
Potenzpunkt R der drei ersten Kreise mit dem 
Pol einer ihrer Aehnlichkeitsaxen für einen 
dieser Kreise und mit dem Berührungspunkt 
dieses und des vierten Kreises in einer ge- 
raden Linie. 



Man erhält also die Berührungspunkte a, 
^if ^* ^ij c, Ci, wenn man B mit gi, g^, g^ 
verbindet. 



Eonstroktion. Zeichne (Fig. 150) nach 
Antwort zu Frage 26 die dbrei äusseren 
Aehnlichkeitspnnkte A^ Ag A3 und die drei 
inneren Aehnlichkeitspunkte Bi B2 Bs der 
Kreispaare Q, P; 0, P; 0, Q; lege durch 
diese Punkte die vier Aehnlichkeitsaxen 
AiAgAs; AiBgBg; A2B1B8; A8B1B2. 

Konstruiere nach der Antwort zu Frage 20 
zu jeder dieser vier Aehnlichkeitsaxen die 
Pole /*, /i, ^2t fs ^ Bezug auf Kreis 0; 
Slf 9i^ 92i ffz ^ Bezug auf Kreis Q; ä, Äi, 
^2, A3 in Bezug auf Kreis P. 

Bestimme nach Anmerkung 28 und 29 oder 
Aufgabe 142 die Potenzlinie Bri, Rr2, B.r^ 
der drei Kreispaare Q, P; 0, P; 0, Q; diese 
Potenzlinien schneiden einander in einem 
Punkt, dem Potenzpunkt R. 

Verbinde R mit jedem der vier Pole der 
Aehnlichkeitsaxen in jedem Kreis. 

R/* schneidet Kreis 0. in a und a', 



RA 


n 


jy 


„ ai „ a'i, 


R4 


r 
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„ 02 „ a'2, 


Rfs 
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7i 


„ Os „ a's: 
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Figur 150. 




yt^\ 



ErkL 121. Bei der Zeichnung von Fig. 150 
sind im Interesse der Deutlichkeit alle Neben- 
konstruktionen, wie die derAebnlichkeitspunkte, 
Potenzlinien, Pole weggelassen, ebenso die Kon- 
struktion der Mittelpunkte der gesuchten Kreise, 
nachdem die Berührungspunkte mit den gegebe- 
nen Kreisen gefunden sind. 



schneidet Kreis Q in 6 
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^^s« ^f ^3 ^^^ Kreis X3 
öt's» ^'3» ^'3 n » Ys, 
so sind diese acht Kreise die gesachten. 

Beweis folgt aus der Analysis. 

Deienniiiation. Schon in Aufgabe 92 
wurde darauf hingewiesen, dass es höch- 
stens acht Berflhrungskreise gibt. 
Dies folgt auch aus der eben angegebenen 
Konstruktion; denn drei Kreise besitzen vier 
Aehnlichkeitsaxen. Jede dieser Aehnlich- 
keitsaxen besitzt für jeden der gegebenen 
Kreise einen Pol, folglich liegen innerhalb 
bezw. auf oder ausserhalb jedes Kreises yier 
Punkte, welche mit dem Potenzpunkt ver- 
bunden die Berührungspunkte des betreffen- 
den Kreises mit den gesuchten Kreisen er- 
geben. Diese vier Yerbindungsgeraden 
schneiden aber den Kreis höchstens in acht 
Punkten. 
Erkl. 122. Liegen zwei Kreise aus einander, Liegen die drei Kreise ganz aus- 
so liegen ihre beiden Aehnlichkeitspunkte ausser- einander, so wird keiner von einer Aehn- 
halb der Kreise, da sie die Schnittpunkte ge- üchkeitsaxe geschnitten, folgüch liegen dann 
memsamer Tangenten sind. ^i^ p^j^ derselben innerhalb der Kreise, der 

Potenzpunkt dagegen ausserhalb, die Yer- 
bindungsgeraden des Potenzpunkts mit den 
Polen müssen also die Kreise schneiden. 

Haben die drei Kreise eine ge- 
meinsame Tangente, so ist diese eine 
Erkl. 123. Ist die Polare Tangente an den der Aehnlichkeitsaxen, ihr Pol in Bezug auf 
Kreis, so f&llt der Pol in den Berührungspunkt jeden der drei Kreise ist daher der betref- 
(siehe die Antwort zu Frage 21). fende Berührungspunkt, die drei Halbmesser 

nach diesen Punkten sind aber parallel, näm- 
lich senkrecht auf der gemeinsamen Tan- 
gente, folglich fällt einer der gesuchten 
Mittelpunkte ins Unendliche. 
Erkl. 124. Bei Kreisen, welche einander von Berühren zwei der gegebenen 
aussen (innen) berühren, fällt der innere (aus- Kreise einander, so fällt einer der 
sere) Aehnlichkeitspunkt in den Berührungs- Aehnlichkeitspunkte in den Berührungspunkt, 
Punkt (siehe die Antwort zu Frage 26). ^^ ^^ Potenzlinie der zwei Kreise ist die 

gemeinsame Tangente in diesem Punkt, 
der Potenzpunkt der drei Kreise liegt auf 
dieser Tangente. 

Diejenigen beiden Aehnlichkeitsaxen, 
welche durch den erwähnten Berührungs- 
punkt gehen , schneiden jeden der zwei 
Kreise. Ihre Pole in Bezug auf diese 
Kreise liegen also ausserhalb und zwar auf 
der gemeinsamen Tangente im Berührungs- 
ErkL 125. Schneidet die Polare den Kreis, punkt (siehe Erkl. 125). Die Verbindungs- 
so ist der Pol der Schnittpunkt der Tangenten geraden des Potenzpunkts mit diesen Pol- 
in denjenigen Punkten, in welchen die Polare paaren fallen daher mit der gemeinsamen 
den Kreis schneidet (siehe die Antwort zu Tangente zusammen, oder für jeden der 
Frage 23). beiden einander berührenden Kreise fallen 

zwei Paare von Berührungspunkten in einen 
Punkt zusammen. Von den acht Beruh- 
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rungskreisen fallen daher zwei Paare je in 
einen Kreis zusammen, oder die Zahl 
der LOsnngen wird am zwei vermin- 
dert (vergL Determination zu Aufgabe 93). 
Dass acht Berührungskreise möglich sind, 
wenn alle drei Kreise einander schnei- 
KrkL 126. Die Potenzlinie zweier Schnitt- den, ergibt sich daraus, dass in diesem Fall 
kreise ist ihre Schnittsekante (siehe die Ant- der Potenzpunkt innerhalb jedes der drei 
wort zu Frage 24). ^^^^^^ ^^^^ ^^^^^ ^^^ ^^ p^l^ ^^j. ^^^^_ 

lichkeitsaxen innerhalb oder ausserhalb der 
Kreise liegen, so werden letztere von jeder 
Verbindungsgeraden des Potenzpunktes mit 
den Polen der Aehnlichkeitsaxen geschnitten. 
Im allgemeinen machen sich die bei der 
allgemein giltigen Konstruktion als unmög- 
lich herausfallenden Lösungen durch 
den Umstand geltend, dass die Yerbindongs- 
geraden des Potenzpunktes mit einem oder 
mehreren Polen der Aehnlichkeitsaxen fflr 
irgend einen Kreis diesen nichtmehrschneiden. 



Aufgabe 143 b. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher drei gegebene Kreise be- Gegeben: Kreis um 0, Kreis umQ, 
rührt Kreis um P. 

Gesucht: Kreis um X. 
Zweite Lif8ung. 

Analysis. Nach dem in Erkl. 120 ans- 
gesprochenen Satze liegen in Fig. 148 und 
149 die Punkte R, a, ^^ in gerader Linie, 
wobei B den Potenzpunkt der drei gege- 
benen Kreise, gi den Pol einer der vier 
Aehnlichkeitsaxen in Bezug auf Kreis 
und a den Berührungspunkt eines der ge- 
suchten Kreise mit Kreis bedeutet. Nach 

«»-,-«« T. ,. -r^ , ^*^2 ^) ^^ der Antwort zu Frage 22 (siehe 

Erkl. 127. Liegen mehrere Punkte m ge- Ej^i 127) gehen daher die Polaren dieser 

emen und denselben Punkt. Nun ist aber 
die Polare von gi die betreffende AehnUch- 
keitsaxe, und die Polare von a ist die Tan- 
gente an Kreis im Punkte a (siehe 
Erkl. 122), daher kann man a finden, wenn 
man die Polare des Potenzpunkts in Bezog 
auf Kreis bis zum Schnitt mit der Aehn- 
lichkeitsaxe verlängert und vom Schnittpunkt 
aus an Kreis eine Tangente legt. Der 
Erkl. 128. Die Polare des Potenzpunkte betreffende Lehrsatz ist in Erkl. 128 aus- 
dreier Kreise m Bezug auf emen derselben /.ngDrochen 

schneidet jede ihrer vier Aehnlichkeiteaxen in ® ?? '^, * ,. xr ^ w a. • j j 
einem solchen Punkte, dass die von demselben ^ ^*° ^^^ <"® Konstruküon für jeden der 
an den betreffenden Kreis gelegten Tangenten ^^^^ gegebenen Kreise wiederholen oder die 
ihn in den Berührungspunkten des gemeinsamen Berührungspunkte auf den andern Kreisen 
Berührungskreises der drei Kreise berühren. dadurch suchen, dass man die Berührungs- 
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sehnen zieht, welche durch die Aehnlich- 
keitsponkte gehen [siehe Lehrsatz a) in der 
Antwort zu Frage 32], oder endlich kann 
man den Lehrsatz in der Antwort zn Frage 
33 benutzen. Aus demselben folgt, dass 
die Zentrale derjenigen zwei Kreise, welche 
die gegebenen Kreise auf die gleiche Art 
berühren, senkrecht zur zugehörigen Aehn- 
lichkeitsaxe steht, denn die letztere ist Po- 
tenzlinie jener zwei Kreise. 

Die erwähnte Zentrale geht aber nach 
Lehrsatz a) in der Antwort zn Frage 33 
durch den Potenzpunkt der drei gegebenen 
Kreise, weil dieser Aehnlichkeitspunkt der 

1F-U1 lOA uäiu t> * IX zwei zusammengehörigen Berührungskreise 

Erkl. 129. Fällt man vom Potenzpunkt . . yx. tit;**«i^„«u*^ a^^ i^*.^^«.^» h^«^« 

dreier Kreise die Senkrechten auf die vier 'f\ ^'"^ Mittelpunkte der letzteren liegen 

Aehnlichkeitsaxen, so liegen auf jeder Senk- ^^^^l ^^^ <*®^ vom Potenzpunkt auf die 

rechten zwei Mittelpunkte von gemeinsamen zugehörige Aehnlichkeitsaxe gefällten Senk- 

Berührungskreisen der gegebenen Kreise. rechten. 

Erkl. 130. Da sämtliche acht Berührungs- Konßtrnktion. Bestimme zu den drei 
kreise schon in Fig. 150 dargestellt sind, so ist gegebenen Kreisen um 0, Q. P^aen Potenz- 
Fig. 151 nur für ein Paar von Berührungskreisen P«nkt R und die vier Aehnlichkeitsaxen 
durchgeführt, während der Text sich auf samt- A^ A, A3 ; Aj Bj Bg ; A, Bj B3 ; A3 B^ Bj. 
liehe Berührungskreise bezieht. Konstruiere die Polare mn des Potenz- 

Figur 151. 



A, 




punkts K für den Kreis 0; mn schneidet 
die vier Aehnlichkeitsaxen in den Punkten 
£, F, G, H. Ziehe von diesen Punkten an 
Kreis die Tangenten £a und £a', ¥b 
und Fft', Gc und Gc', H(« und Rd\ 
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Ziehe darch K 

Ke zu A^A^ 
B,g zu AjB^ 

Be schneidet 
Tig 



n 



n 



Beschreibe nm 
Xi mit Xi&, T^ 
so sind diese die 



die Senkrechten 

A3; B.f zu A^BjBj-, 
Bj ; RA zu A, B^ B,. 

Oa in X, Oa' in Y, 
Ob in X^, 06' in Yi, 
Oc in Xg, Oc' in Y2, 
Od in X3, Od' in Y,. 

X mit Xa, Y mit Ya\ 
mit Y16' u. s. w. Kreise, 
gesnchten. 



Beweis folgt aus der Analysis. 

Determination. Die als unmöglich aus- 
fallenden Berührungskreise geben sich da- 
durch kund, dass die Polare des Potenzpunkts 
und eine Aehnlichkeitsaxe einander inner- 
halb des Kreises schneiden. 



Aufgabe 143 c. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher drei gegebene Kreise be- 
rührt. 



Gegeben: Kreis um 0, Kreis um Q, 
Kreis um P. 

Gesucht: Kreis um X. 



Figur 152. 




Dritte LSsung. 

Analysis. Kreis X (Fig. 152 und 153) 
berühre die drei gegebenen Kreise und zwar 
in Fig. 152 alle gleichartig, in Fig. 153 den 
Kreis verschieden von Q und P. Der 
Berührungspunkt mit Kreis sei a. 

Nach Satz d) in der Antwort zu Frage 32 
sind die Potenzlinie Rr, zwischen und Q 
und die Polare Ss^ des (äusseren in Fig. 152^ 
inneren in Fig. 153) Aehnlichkeitspunkts 
von und Q im Kreis homologe Bich- 
tungen der Kreise X und 0. 

Kbenso sind die Potenzlinie Rfg zwischen 
Kreis und Kreis P, sowie die Polare S52 
des (äusseren in Fig. 152, inneren in Fig. 153) 
Aehnlichkeitspunkts der Kreise und P, 
bezogen auf Kreis 0, homologe Geraden 
der Kreise X und 0. 

Daher sind die Schnittpunkte: K von Rr^ 
und Rfg und S von S^g und S^ homologe 
Punkte der Kreise X und (siehe die Ant- 
wort zu Frage 26). 

Da aber die Yerbindungsgeraden homo- 
loger Punkte durch den Aehnlichkeitspunkt 
gehen (Antwort zu Frage 26), und bei Krei- 
sen, welche einander berühren, der Beruh- 
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Figur 158. 




rungspunkt Aehnlichkeitspunkt ist (innerer 
bei äusserer Berührung, äusserer bei innerer 
Berührung, siehe Erkl. 123), so geht die 
Yerbindungsgerade RS durch den Berüh- 
rungspunkt a. Den Berührungspunkt h auf 
Kreis Q findet man, wenn man die in Auf- 
gabe 157 zur gleichzeitigen Zeichnung von 
Potenzlinie und Polare des Aehnlichkeits- 
punkts angegebene Konstruktion von rück- 
wärts anwendet (siehe Fig. 153), oder indem 
man beachtet, dass die Tangenten in a und 
h einander auf der Potenzlinie von Kreis 
und Kreis Q schneiden (siehe Fig. 152). 



Eonstraktion. Ziehe (Fig. 154) OQ, 
welche Kreis in d und e, Kreis Q in den 
gleichnamigen Punkten di und e^ trifi't. 
Ziehe durch e in Kreis die beliebige 
Sehne ef und in Kreis Q die dazu parallelen 
Sehnen eifi und difz. Ziehe ffi und ffz, 
welche Kreis in ^ und ^2 treffen, ziehe 
dg, welche die ef m h und die Cifi in c 
schneidet, und ziehe dg^, welche die ef in 
h^ schneidet. 

Ziehe durch t, A, h^ die Senkrechten zu 
OQ, so ist die durch i gehende Senkrechte 
Potenzlinie der Kreise und Q, die durch 
h gehende Senkrechte ist Polare des äusseren 
Aehnlichkeitspunkts der Kreise und Q, 
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bezogen anf Kreis 0, die durch h^ gehende 
Senkrechte ist Polare des inneren Aehnlich- 
keitspnnkts der Kreise und Q, bezogen 
auf Kreis 0. 



Figur 154. 




Wiederhole die eben angegebene Kon- 
struktion für die Kreise und P: OP 
schneidet Kreis in d' und e', Kreis P in 
den gleichnamigen Punkten d\ und «V 
Die Sehnen c'/*, e\fi, d\f^ sind zu ein- 
ander parallel, aber von beliebiger Bichtung. 
ff^ gibt auf Kreis den Punkt ^', ffi 
gibt auf Kreis den Punkt ^j. eff und 
d'g* schneiden einander in h\ e'f und d^g'., 
schneiden einander in \, d*g* schneidet 
die e', /*, in %', Die Senkrechte durch '< 
zu OP ist Potenzlinie der Kreise und?. 
Die Senkrechte durch Ä' zu OP ist Polare 
des äusseren Aehnlichkeitspunkts der Kreise 
und P, bezogen auf Kreis 0. Die Senk- 
rechte durch h\ zu OP ist Polare des 
inneren Aehnlichkeitspunkts der Kreise 



Allgem. Lösung d. Hauptanfg. des Berühnmgsproblems durch Sätze d. neueren Geometrie. 155 

und P» bezogen anf Kreis (siehe Auf- 
gabe 142). 

Die Potenzlinien ir, und i'r^ schneiden 
einander im Potenzpunkt E der drei Kreise. 
Die Polaren der äusseren Aehnlichkeits- 
punkte, d. h. die Senkrechten zu OQ und 
OP durch h und h* treffen einander in S. 
Die Polaren der inneren Aehnlichkeitspunkte, 
d. h. die Senkrechten zu OQ und OP durch 
^2 und h\^ treffen einander in S,. Die Po- 
lare des äusseren Aehnlichkeitspunkts von 
und Q trifft die Polare des inneren Aehn- 
lichkeitspunkts von und P in S,, die Po- 
lare des inneren Aehnlichkeitspunkts von 
und Q trifft die Polare des äusseren 
Aehnlichkeitspunkts von und P in S^. 
, Verbinde den Potenzpunkt R mit den 

Erkl. 131. a). Werden zwei Kreise und Punkten S, Sj, Sj, Sj. Die Verbindungs- 
Q von einem Kreise X gleichartig (ungleich- geraden schneiden den Kreis in je zwei 
artig) berührt, so sind die äussere (innere) Punkten a und a', a. und a\, a, und a\, 
Aetmhchkeitspolare für den Kreis und die ^ ^^ ^s j^^^^^ ^^^^ ^^^^^^ gj^^ ^i^ B^. 
Potenzhnie für den Kreis X homologe Geraden, rührungspunkte des Kreises mit den acht 

b). Homologe Geradenpaare schneiden eman- gesuchten Kreisen, 
der m homologen Punkten ^ ^ Um die zugehörigen Mittelpunkte, z. B. 

c) DieVerbmdungsgeradehomoogerPu^^ den Mittelpunkt des Kreises X„ welcher 
geht durch den Aehnhchkeitspunkt. ^^^^^ ^ ^^ ^^^^^ ^^ ^^^^^ ^^^^ 

d). Wenn zwei Kreise einander von aussen Halbmesser 0«, und dazu parallel in Kreis 
(von innen) berühren, so ist der Berührungs- n ^«« TT«ikr««oL« n ä ^ ä ««i,««;^^*Tr«^,-= 
Punkt inneW (äusserer) Aehnlich.eitspnu.t.^ Q trÄTSSJ' Äfe Ä^^^^^^ 

rungspunkt des Kreises Q mit dem Kreis X^ 
[siehe Antwort a) zu Frage 38]. Daher 
schneiden Oa^ und O^^ einander in X^: 

Um die Mittelpunkte zu finden, kann man 
auch (siehe die Analysis) so verfahren: 
Lege z. B. in a\ an Kreis die Tangente, 
welche die Potenzlinie zwischen Kreis 
und Kreis Q in t\ trifft. Lege von f^ an 
Kreis Q die Tangente if^^^, ziehe Oa\ und 
Q&'2T welche einander in Tj treffen, so ist 
Tj der Mittelpunkt eines Berührungskreises. 

Beweis folgt aus der Analysis. 



Anmerkung 43. Die erste und die dritte Lösung der Aufgabe 143 sind im Wesent- 
lichen dieselben. Denn da z. B. 

S^ die Polare des äusseren Aehnlichkeitspunkts der Kreise und Q, 
SÄj „ „ „ „ „ „ „ und P 

ist, so ist der Schnittpunkt S von SA und SAj ^^^^ ^^^ ^ ^ d®^ Antwort zu 
Frage 22 der Pol der Geraden, welche jene beiden äusseren Aehnlichkeitspunkte 
verbindet y d. h. der äusseren Aehnlichkeitsaxe der drei gegebenen Kreise. Die 
vier Punkte S, S^, S,, S, von Fig. 154 sind also nichts anderes als die Punkte /*, 
U U /i iß Fig. 150. 

Analysis und Konstruktion in Aufgabe 143 a) hat den Vorzug grösserer Eleganz, 
dagegen hat sie den Nachteil, dass man sämtliche Aehnlichkeitsaxen zu zeichnen 
und ihre Pole in Bezug auf jeden der drei Kreise zu konstruieren hat. Dies ist 
bei beschränktem Zeichenraume häufig mühsam, während bei Aufgabe 143 c) 



J 
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die Aehnlichkeitspunkte selbst nicht bekannt sein mOssen. In Aufgabe 143 c) 
werden überdies die Potenzlinien und die Polaren der Aehnlichkeitspankte gleich- 
zeitig konstruiert. Die letztere Konstruktion empfiehlt sich besonders dann, wenn 
nur ein einzelner Berührnngskreis oder ein Paar von solchen gezeichnet werden soll. 

Die zweite Konstruktion erfordert in der Begel einen grösseren Raum, wenn 
die Zeichnung sämtlicher Berührungskreise verlangt wird, kann aber für einzehie 
derselben sehr bequem sein. 

Wenn die Mittelpunkte der drei Kreise nahezu in eine Gerade fallen, so (Uli 
der Potenzpunkt in grosse Entfernung, dagegen lassen sich seine Polaren zeich- 
nen, ohne dass man ihn kennt; man konstruiert nämlich für jeden Kreis die Pole 
zweier Potenzlinien und verbindet dieselben [siehe Satz c) in der Antwort zu Frage 22]. 
In diesem Falle ist daher die zweite Konstruktion vorzuziehen. 



Aufgabe 144. Die Berührungskreise 
zu drei gegebenen Kreisen zu zeichnen, 
deren Mittelpunkte in gerader Linie liegen. 



Gegeben: Kreis um 0, Kreis um Q, 
Kreis um P. 

Voraussetzung: 0, Q, P liegen in 
gerader Linie. 

Gesucht: Kreis um X. 



Figur 147. 



R 



/,- 








Z 0, Q 



Ri 



Analysia. unter der in der Aufgabe ge- 
nannten Voraussetzung lassen die Aufgabe 143 
angegebenen Konstruktionen im Stich, da 
die Potenzlinien parallel werden, also der 
Potenzpunkt in unendliche Entfernung fällt. 
Ebenso werden die Polaren der Aehnlich- 
keitspunkte parallel, schneiden einander also 
in unendlicher Entfernung; die Aehnlich- 
keitsaxen fallen mit der gemeinsamen Zen- 
trale zusammen. 

In diesem Falle lässt sich der Halb- 
messer jedes Berührungskreises durch 
eine einfache Proportion bestimmen. 
Es sei (Fig. 147) X der Mittel- 
punkt eines Berührungskreises, so 
sind nach Lehrsatz d) in der Antwort 
zur Frage 32 die Potenzlinie zweier 
Kreise und Q, sowie die Polare 
ihres Aehnlichkeitspunkts (des äus- 
seren bei gleichartiger, des inneren 
bei ungleichartiger Berührung), be- 
zogen auf Kreis 0, homologe Ge- 
raden der Kreise X und 0. 

Fällt man von X auf die Potenz- 
linie das Lot Xg, ist Op der Ab- 
stand des Mittelpunkts von der 
Polare des Aehnlichkeitspunkts, ist 
ferner x der Halbmesser des Be- 
rührungskreises und R derjenige von 
0, so sind die Strecken Op und Xg 
homologe Strecken der Kreise und X, sie 
verhalten sich daher wie die Halbmesser: 

1) OpiXq = B.: x. 

Sind Ojpi und Xgi die Abstände der Punkte 
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und X von der Polare des Aehnlichkeits- 
pankts der Ejreise und P bezw. von der 
Potenzlinie der Kreise und P, so ist 
ebenso : 

2) Oi?i : Xqi = R : x. 

Aus 1) und 2) folgt: 

Op : Xq = O^t : Xji, 

Daraus folgt: 

Opi—Op:Xqi — Xq = OpiXq, 

oder wegen 1) 

3). . . Opi — Op:Xqi—Xq = R:a?. 

ErkL 132. Der in nebenstehender Analysis Oj^i — Op ist der Abstand der beiden 
bewiesene Satz lautet: Polaren, ,Xqi—Xq der Abstand der beiden 

Werden drei Kreise, deren Mittelpunkte in Potenzlinien. Schneiden letztere die Zentrale 
gerader Linie liegen, Ton einem vierten Kreise in P und Pi, so ist: 
berflhrt und konstruiert man die Potenzlinien 

des ersten und zweiten, sowie des ersten und ^) PPi :PPi = B,:x, 

dritten Kreises, konstruiert man ferner im ersten _ , . i. j tt n. 

Kreis die Aehnlichkeitspolaren mit dem zweiten Daraus lasst sich der Halbmesser x eines 
und dritten Kreis, so yerhält sich der Halb- Berührungskreises finden, und konzentrische 
messer des ersten zum Halbmesser des vierten Kreise um und Q mit R + ^ bezw. Ri 4~ ^ 
Kreises wie der Abstand der Aehnlichkeits- geben den Mittelpunkt, 
polaren zum Abstand der Potenzlinien. Hat -r^ , , j* n i ^ ^ 

der vierte Kreis mit zweien der gegebenen J^ nachdem man die Polaren des inneren 
Kreise gleichartige Berührung, so ist für die- 0"®^ des äusseren Aehnhchkeitspunkts für 
selben die äussere, hat er ungleiche Berflh- jedes der Kreispaare und Q, und P 
ruDg, so ist die innere Aehnlichkeitspolare zu wählt, erhält man einen andern Wert ftlr x^ 
nehmen. zusammen vier Werte. Die konzentrischen 

Kreise um und Q schneiden einander je 
in zwei gegen die Zentrale symmetrischen 
Punkten, also ist die höchste Zahl der Lö- 
sungen auch in diesem Falle acht. 

Eonstroktioii. Ziehe die gemeinsame 
Zentrale der drei Kreise (siehe Fig. 155). 
Dieselbe schneidet Kreis in a und &, die 
gleichnamigen Punkte der Kreise Q und P 
seien Oi, &(-, a,, &2*« ziehe in den drei Krei- 
sen in beliebiger Richtung, aber zu einander 
parallel die Sehnen ac, hd\ aiCt, a^c^. 

Ziehe cci und cc,, welche Kreis in el 
und ^2 schneiden; ziehe d'c^ und d'e,, welche 
Kreis in & und c,' schneiden. Ziehe h d, 
hdj, ac\ ac^' 



hd schneidet 


ac in e. 


hd, „ 


ac in f, 


aC 


hd'iu e, 


ac^ 


hd' in A 


hd „ 


aiCi in g^, 


hd, „ 


OjCj in g,. 
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Figur 155. 
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^iR, und ^,R, sind die Fotenzlimen zwi- 
schen Kreis einerseits und Kreis Q bezv. 
Kreis P andererseits, esi und ^pi sindiMe 
Polaren des änsseren Aehnüchkeitspnnku 
zwischen Kreis und Kreis Q bezw. Kreis 
P bezogen auf Kreis 0, fq^ und fp^ mi 
die Polaren des inneren AeludichkeitspuDkU 
von jedem der genannten beiden Kreispaare 
bezogen anf Kreis (siehe Anfgabe 143). 

Ziehe im Abstände BiR, zn OQ eine Pa- 
rallele, ivelche eqi iD ku fq^ in %„ e'pi in 
"it f'Pi i" "j trifft. 

Ziehe durch zu OQ die Senkrechte, 
ziehe k^q^, ^ij>i, \Pi, nii>] und die Paral- 
lelen dazu dnrch b, welche die in errich- 
tete Senkrechte bezw. in den Punkten m, n, 
0, s treffen. 

Die Strecken Om, On, Oo, Os sind die 
Halbmesser von vier Paaren von je zwei 
gegen OQ symmetrischen Kreisen, von wel- 
chen das erste alle drei gegebenen Kreise 
gleichartig berührt, das zweite die Kreise 
und Q gleichartig, aber verschieden tod 
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Kreis P, das dritte und P gleichartig, 
aber verschieden von Kreis Q, das vierte 
endlich die Kreise Q und P gleichartig, aber 
verschieden von Kreis berührt Die Mittel- 
punkte der Bertthrungskreise werden nach 
Aufgabe 6 in folgender Weise gefunden: 
Verlängere die Halbmesser der Kreise 
und Q um Om, beschreibe mit den ver- 
längerten Halbmessern konzentrische Kreise 
um und Q, diese schneiden einander in 
Xi und X/. Verlängere die Halbmesser der 
Kreise und Q je um On und beschreibe 
um und Q mit den verlängerten Halb- 
messern konzentrische Kreise, welche ein- 
ander in X^ und X^' schneiden. 
Beschreibe um mit der Differenz von 
KrkL 133. Die Kreise Y^ und Y\ sind Oo und 0&, um Q mit der Summe von Oo 
vegen ihrer Grösse nicht mehr in Fig. 155 und Qa^ Kreise, die einander in Y^ und Y/ 
enthalten. schneiden; beschreibe endlich um mit der 

Summe von Os und Ob, um Q mit der Dif- 
ferenz von 08 und Qa^ Kreise, die einander 
in Y2 und Yj' schneiden. 

Die Punkte X^, Xt'; X,, X/; Yi, Yi'; 
Yj, Yj^ sind die gesuchten Mittelpunkte. 

Beweis. Die auf OQ senkrechten Geraden 

^iRi. ^^2^2» ^ä'n f^2^ ^'Pi^ f'Pi s"^d die 
Potenzlinien bezw. Polaren der äusseren und 

inneren Aehnlichkeitspunkte zwischen Ejreis 

und Q bezw. und P, da die zu ihrer 

Auffindung verwendete Konstruktion genau 

der Aufgabe 142 entspricht. 

Nun ist z. B. k^q^ = RiR,, weil die 

ErkL 134. Lote zwischen Parallelen sind Parallele zu OQ, auf welcher k^, Ä,, n^, n^ 

einander gleich. liegen, im Abstände R^R, gezogen wurde. 

Ferner ist 

hm II Ä;,g,, 

Om II g^ÄJj, 
Oft II iTiffi; 

(S. Erkl. 56.) Zwei Dreiecke sind ähnlich, daher die Dreiecke Ohm und q^q^k^ ein- 
wenn ihre Seiten einander paarweise parallel ander ähnlich, folglich: 

Otn:06 = ä'i ^1 • ä'i 9^2 » 
aber: 

Ow = rad von X^, 

06 = rad von 0, 

also: 

rad von X^ : rad von = RjR2 : q^q^ 

also ist rad von X^ der Halbmesser eines 
Kreises, welcher die drei Kreise 0, Q, P 
gleichartig berührt (siehe die Analysis und 
Erkl. 132). 
Nach Konstruktion ist aber: 

XjO = rad von + rad von X^, 

X, Q = rad von Q -f- rad von X^, 
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folglich berdhrt der Kreis um X^ mit dem 
konstruierten Halbmesser die Kreise und 
Q (siehe Erkl. 4). Nach Erkl. 132 berührt 
er somit auch Kreis P. 

Analog ist der Beweis für die anderen 
Kreise. 

Determination. I. Wenn die drei ge- 
gebenen Kreise einander nicht schnei- 
den, so berührt das erste Kreispaar die ge- 
gebenen Kreise von aussen, wenn der mittlere 
Kreis zwischen den äusseren gemeinschaft- 
lichen Tangenten der äusseren Kreise liegt, 
berührt die gegebenen Kreise umschliessend, 
wenn das äussere Tangentenpaar der äusseren 
Kreise vom mittleren Kreis geschnitten wird, 
und artet in das Tangentenpaar aus, wenn 
dieses allen drei Kreisen gemeinschaftlich ist 

Das zweite Paar berührt den mittleren 
Kreis umschliessend, die beiden anderen von 
aussen. 

Das dritte Paar berührt und P um- 
schliessend und Q von aussen, oder berührt 
und P von aussen und Q umschliessend, 
je nachdem Kreis Q die äusseren gemein- 
samen Tangenten der Kreise und P 
schneidet oder nicht; es artet in diese Tan- 
genten aus, wenn dieselben allen drei Kreisen 
gemeinsam sind. 

Das vierte Kreispaar berührt von aussen, 
P und Q umschliessend, oder umschlies- 
send, P und Q von aussen, je nachdem Kreis 
die äusseren gemeinsamen Tangenten von 
Q und P schneidet oder nicht, und fällt mit 
den Tangenten zusammen, wenn dieselben 
allen drei Kreisen gemeinsam sind. 

II. Schneiden zwei der gegebenen 
Kreise, z. B. und P, einander, und 
liegt der dritte getrennt davon, so 
gelten ftlr das erste Kreispaar die gleichen 
Bedingungen wie bei I; das zweite Kreis- 
paar fällt weg; für das dritte Kreispaar 
gelten die gleichen Bedingungen wie bei I» 
das vierte Kreispaar fällt weg. 

ni. Schneidet der erste Kreis den 
zweiten, aber nicht den dritten, so 
gelten für das erste Paar die Bedingungen 
von I, das zweite Paar berührt Kreis P 
von innen, und Q von aussen, das dritte 
und das vierte Paar fallen weg. 

IV. Schneiden alle drei Kreise ein- 
ander, aber nicht in denselben zwei 
Punkten, so berührt das erste Paar alle 
drei Kreise von innen, wenn Kreis P inner- 
halb des von den beiden andern Kreisen 
umschlossenen Raumes liegt, während im 
andern Falle die Bedingungen von I be- 
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PROSPEKT. 



Dieses Werk, welchem kein fthnllches zur Seite steht, erscheint monatlich in 
Heften zn dem billigren Preise von 25 ^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben ans dem Gesamtgebiete der Mathematik, Physik, 
Mechanik, math. Geographie, Astronomie, des Maschinen-, Strassen-, Elseiibalin-, 
Brücken- nnd Hochbaues, des konstrnktlTen Zeichnens etc. etc. und zwar in TOllstSndlg 
gelSster Form, mit Ylelen Figuren, Erklärungen nebst Angabe nnd Entwickelirag der 
benutzten S&tze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann Terst&ndlicb sein kann, bezw. wird, wenn eine grossere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit erg^nxen und alsdann auch aUe 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbstftndigen Kapi- 
teln angeordnet — Torliegen. 

Fast Jedem Hefte ist ein Anhang von ungelSsten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benatst 
werden können. — Die Lüsnngen hierzu werden später in besonderen Heften fflr die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, InhaltsTeneieh« 
Bis, Berichtlgangen und erlftntemde Erklftmngen über das betreifende Ki^itel zur Ausgabe 

Das Werk behandelt zun&chst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwisaen- 
Bchaftlichen ünterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen L und II. Ord., glel«b- 
berechtigten hüheren Bfirgerschnlen, PriTatschnlen, Gymnasien, Realgymnasien, Pr*- 
gjmnasien, Schullehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Bangewerkschulen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Yorbereitungsschnlen aUer Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, üniTersitAten , Land- nnd Forstwissenschaftssehulen, 
Mllitftrschulen, Yorbereitungrs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Eii\Jilhrig-Fret- 
willige- nnd Offlziers-Exaraen, etc. 

Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen nnd 
aatnrwissenschaftlichen F&cher, werden durch diese. Schritt für Schritt gelüste, Aufgaben- 
sammlung immerwÜlirend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfdngen zu lösen haben, zugleich aber anch 
die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teiles der mathematischen 
Disziplinen — zum Auflösen TOn Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen h&nslichen Arbeiten eine toü- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die gre- 
habten Regeln, Formeln, Sfttze etc. anzuwenden und praktisch zu rerwerten. Lnst, Liebe 
und YerstAndnis für den Schul-Unterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, MiUOn 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen nnd vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Bemfa* 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weitereu praktischen Terwertungen und weiteren Forschungen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Yerflyner, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M. Fischerfeldstrasse 16, entgegen nnd wird deren Erledigong 
thunlichst berücksichtigt. 

Stattgart. Die Yerlagshandlimg., 
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Cranz, Apollon. Berührangsproblem. 



Stehen bleiben; das zweite Paar berührt P 
von innen, and Q von aussen, oder P von 
aussen, und Q von innen, je nachdem 
Teile des Kreises P ausserhalb des von 
und Q umschlossenen Raumes liegen oder 
nicht. Das gleiche Unterscheidungsmerkmal 
gilt für das dritte und vierte Paar; im 
ersteren Falle, d. h. wenn der mittlere Kreis 
ausserhalb der Kreise und Q liegt, be- 
rührt das dritte Paar die beiden ersten 
Kreise von innen, Q von aussen, das vierte 
Paar P und Q von innen, von aussen ; im 
zweiten Falle berührt das dritte Paar 
und P von aussen, Q von innen, das vierte 
Paar von innen, P und Q von aussen. 

Y. Schneiden und Q einander 
und liegt P ganz innerhalb der beiden 
andern Kreise, so berührt das erste Paar 
und Q von innen, P nmschliessend, das 
zweite Paar berührt und Q von innen, 
P von aussen, das dritte und das vierte Paar 
fallen weg. 

VI. Schneiden zwei Kreise, z. B. 
und Q, einander und werden vom drit- 
ten umschlossen, so berührt das erste 
Paar und Q umschliessend, P von innen, 
das zweite Paar berührt und Q von aussen, 
P von innen, die beiden andern Paare fallen 
weg. 

YU. Schneiden zwei Kreise, z. B. 
und Q, einander nicht, werden aber 
vom dritten umschlossen, so berührt 
das erste Paar und Q umschliessend, P 
von innen, das zweite und Q von aussen, 
P von innen, das dritte umschliessend, 
P von innen, Q von aussen, das vierte Paar 
von aussen, Q umschliessend, P von innen. 

Ym. Berühren zwei der gegebenen 
Kreise einander von aussen (innen), 
so fallen die beiden Kreise von jedem der 
beiden Paare, welche jene zwei gegebenen 
Kreise gleichartig (ungleichartig) berühren, 
in einen einzigen zusammen. 

IX. Berührt der mittlere Kreis die 
beiden äusseren von aussen, so bleibt 
nur das erste Kreispaar unter den in I) an- 
geführten Bedingungen übrig, ausserdem je 
ein Kreis des dritten und des vierten Paars. 

XI. Berührt der mittlere Kreis die 
beiden andern umschliessend, so bleibt 
das zweite Paar übrig und ausserdem je ein 
Kreis des dritten und vierten Paars. 

XII. Berührt der mittlere Kreis 
die beiden andern umschliessend und 
diese einander von aussen, so bleibt 
nur das zweite Paar übrig. 

11 
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Anmerkung 44. Die Determination von Aufgabe 144 ist nur ein kleiner spezieller 
Teil von der Determination der allgemeinen Aufgabe 143. Diese ist somit sehr 
ausgedehnt und konnte deshalb nicht eingehender behandelt werden. 



Frage 34. Welche Fälle der Kreis- 
berührungsaufgaben können als Spezial- 
fälle der Aufgabe 143 nach der dort 
gezeigten Methode gelöst werden, und 
inwiefern? 



(S. ErkL 120.) Werden drei Kreise 0, Q, 
P Yon einem vierten Kreise X berührt, so liegt 
der Potenzpunkt E der drei ersten Kreise mit 
dem Pol einer ihrer Aehnlichkeitsaxen für einen 
dieser Kreise und mit dem Berührungspunkt 
desselben und des vierten Kreises in einer ge- 
raden Linie. 



Antwort. Wenn unter den gegebenen 
Punkten, Geraden, Kreisen sich wenig- 
stens ein Kreis findet, so können die 
Aehnlichkeitspunkte und die Potenzlinien 
zwischen diesem Kreis und den andern 
Bestimmungsstücken, daher auch die 
Aehnlichkeitsaxen und ihre Pole in Be- 
zug auf diesen Kreis nach der Antwort 
zu Frage 29 gefunden werden. Daher 
lassen sich auch nach dem in Erkl. 120 
ausgesprochenen Satze auf diesem Kreis 
die Berührungspunkte finden. Bei den 
Aufgaben: Zu zwei Punkten und einer 
Geraden, oder zu zwei Geraden und 
einem Punkt die Berührungskreise zu 
zeichnen, ist jedoch die Konstruktion von 
Aufgabe 143 nicht mehr anwendbar, weil 
jener Satz nur die Berührungspunkte lie- 
fert, und diese bei einem in einen Punkt 
ausartenden Kreis mit dem Punkt zu- 
sammenfallen, nicht aber die Richtung 
der Halbmesser nach den Berührungs- 
punkten. Für die genannten beiden Fälle 
ist daher die allgemeine Konstruktion 
etwas zu verändern. 



Aufgabe 145. Zu zwei gegebenen 
Kreisen und einem gegebenen Punkt die Gegeben: P, Kreis um 0, Kreis um Q. 
Berührungskreise zu zeichnen. Gesucht: Kreis um X. 

Analyaia. Die Aehnlichkeitspunkte zwi- 
schen Punkt P und jedem der I^-eise O und 
Q fallen mit Punkt P zusammen; daher exi- 
stieren in dem System 0, Q, P nur die zwei 
Aehnlichkeitsaxen PA nach dem äusseren 
und PB nach dem inneren AehnUchkeits- 
punkt der Kreise und Q. 

Ihre Pole in Bezug auf Kreis erhält 
man entweder durch Zirkelkonstruktion mit 
Hilfe von Tangentenpaaren oder nach Frage 
23 durch das Lineal allein gleichzeitig mit 
den Potenzlinien. 

Hat man für Kreis konstruiert: 

1). die Polare mn und die Potenzlinie MN 
des Punktes P, 
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2). die äussere Aehnlichkeitspolare m^n^, 
die innere Aehnlichkeitspolare m^n, und 
die Potenzlinie M'N^ zwischen Kreis 
und Kreis Q, 

so schneiden die Potenzlinien einander im 
Potenzpnnkt R, die Polaren mn and fn^n^ 
im Pol r^ der äusseren Aehnlichkeitsaxe 
nnd die Polaren mn und fitjfi, im Pol r^ 
der inneren Aehnlichkeitsaxe. 

Die Geraden 'Rr^ und Rr^ liefern dann 
auf Kreis die Berührungspunkte a, a', 6, b\ 




Eonstraktion. Ziehe PO, welche Kreis 
in nnd c^ schneidet, ziehe OQ, welche 
die Kreise und Q bezw. in den gleich- 
namigen Punktepaaren d^ e\ di^ e\ schneidet, 
ziehe ce, Cid und Parallelen dazu durch P 
und ei, letztere Parallele schneidet Kreis 
Q in \, Ziehe Pc?, cä^, CiÄ^, welche Kreis 
bezw. in den Punkten /*, h, hf schneiden. 

Ziehe o/*, welche c^ d in g^ und die Paral- 
lele zu c^d durch P in ^ schneidet; ziehe 
dh, welche ec in t«, ei^i in % schneidet; 
ziehe eh\ welche dc^ in t, trifft. Fälle 
von g und g^ auf OP die Senkrechten MN 
bezw. mn, fälle von t, t\, i^ auf OQ die 
Senkrechten M'N' bezw. tnin^ bezw. mjW,. 
mn wird von m^n^ in rp von m^n^ in fj, 
MN wird von M'N' in R getroffen. 

Ziehe Rr^ und Rr^, welche den Kreis 
bezw. in den Punktepaaren a, a*\ &, h' schnei- 
den, so sind diese Punkte die Berührungs- 
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punkte der vier gesuchten BerQhrungskreise 

Erkl. 135. Da die Schnittpunkte der Aehn- mit Kreis 0. 
lichkeitspolaren in Kreis und der Potenz- Um vollends die Mittelpunkte zu finden, 
punkt im Berührungskreise homologe Punkte ziehe durch den Potenzpunkt R die Paral- 
dieser beiden Kreise sind, so geht nicht nur lelen zu Or, und Or„ diese Geraden schnei- 
wta ^nt.'^^^S^Ar«^^ den <iie Halbmesser nach den zugehörigen 

5?e7eÄÄ^^^^^^^^^^ Berahrungspunkten in den beUenlen 

zugehörigen Mittelpunkten, z.B. Or^undRXt Mittelpunkten der Berührungskreise. 
oder Ofj und RXj sind auch emander parallel. E»n anderes Mittel, die Mittelpunkte der 

Berührungskreise zu finden, liefert die Kon- 
struktion von Aufgabe 143 b) (siehe ErkL 128). 

(S. Erkl. 128.) Die Polare des Potenzpunkts Die Polaren des Potenzpunkts in Bezug 
dreier Kreise in Bezug auf einen derselben auf die Kreise und Q findet man in diesem 
schneidet jede ihrer vier Aehnlichkeitsazen in Falle besonders leicht. Denn da der Kreis P 
einem solchen Punkte, dass die von demselben zn einem Punkte zusammengeschrumpft ist, 
an den betreffenden Kreis gelegten Tangenten ^ geht der Kreis um den Potcnzpnnkt 
^n in den Berührungspunkten der gemein^^ welcher alle drei Kreise rechtwinklig schnei- 
Berührungskreise der drei Kreise berühren. ^^^^ ^^^^^ p^ ^^^ ^^^ ^^^ HalbmeLer RP. 

Er schneide Kreis in A; und Z, Kreis Q 
in kl und l^, so sind kl und kili die Polaren 
von R für diese Kreise. Letztere schneiden 
die Aehnlichkeitsaxen in den Punkten s 
und ^1, von wo aus sich an die Kreise 
und Q Tangenten legen lassen, welche die- 
ErkL 136. In Fig. 156 sind der grösseren selben in den gesuchten Berührungspunkten 
Deutlichkeit wegen nur zwei von den vier mög- b' und a^ berühren. Der Halbmesser Qa^ 
liehen Berührungskreisen gezeichnet. schneidet z. B. den Halbmesser Oa im Mittel- 

punkt X^. 

Die Aehnlichkeitsaxen kann man, wenn 
einer der Aebnlichkeitspnnkte, z. B. A, 
ausserhalb des Zeichenraumes liegt, dadurch 
finden, dass sie senkrecht auf Or^ bezw. Or, 
stehen. 

Beweis. Es ist nur nachzuweisen, dass 
M^N^ Potenzlinie, m^fi^ äussere, tn^n^ innere 
Aehnlichkeitspolare für die Kreise und Q 
ist, da die übrige Konstruktion eine direkte 
Uebertragung derjenigen von Aufgabe 143 c) 
ist. 

Nun ist aber ce || dC|, weil cCi und de 

Durchmesser in Kreis sind, folglich das 

Erkl. 137. Ein Viereck ist Parallelogramm, Viereck t^c^ec ein Parallelogramm, weil die 

wenn seine Diagonalen einander halbieren. Diagonalen einander halbieren. Daher 

stimmt die eben angedeutete Konstruktion 
von MN, mn, M'N^ m^n^, ^2^ genau mit 
derjenigen von Aufgabe 142 und Anmer- 
kung 42 überein. 

Determination. Es sind höchstens vier 
Lösungen möglich. Fällt eine derselben aus, 
so gibt sich dies dadurch kund, dass eine 
der Verbindungsgeraden Rr^ oder Rr, den 
Kreis berührt oder gar nicht schneidet. 
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Aufgabe 146. Zu zwei gegebenen 
Kreisen und einer gegebenen Geraden 
die Berührungskreise zu zeichnen. 



Gegeben: G, Kreis um 0, Kreis 

um Q. 

Gesucht: Kreis um X. 



ErkL 138. Die Aehnlichkeitspunkte zwi- 
schen einem Kreis und einer Geraden sind die 
Endpunkte des auf der Geraden senkrechten 
Durchmessers, und zwar ist der von den Ge- 
raden entferntere Endpunkt der äussere Aehn- 
lichkeitspunkt. 



Erkl. 139. Sieht man eine Gerade als Kreis 
Ton unendlich grossem Halbmesser an, so steht 
jeder Radius desselben auf der Geraden senk- 
recht, und jede Tangente fällt mit der Geraden 
zusammen. 



Analysifl. Da einer der drei Kreise von 
Aufgabe 143 hier in eine Gerade, d. h. 
einen Kreis von unendlich grossem Halb- 
messer ausartet, fallen die Aehnlichkeits- 
punkte c und C( zwischen Kreis und Ge- 
rade G, sowie die Aehnlichkeitspunkte \ 
und h^ zwischen Kreis Q und Gerade G 
in die Endpunkte der auf G senkrechten 
Durchmesser der Kreise und Q [siehe 
Antwort a) zu Frage 29]. 

Da nun die Polare eines Punktes, welcher 
auf dem Kreise liegt, die Tangente in diesem 
Punkte ist (siehe die Antwort zu Frage 21), 
so sind die Tangenten cl und Ctli an Kreis 
0, welche zu G parallel gehen, die Aehn- 
lichkeitspolaren zwischen Kreis und der 
Geraden G. 

Der Potenzpunkt R von 0, Q, G fällt in 
die Gerade G selbst (siehe Frage 29, Ant- 
wort b). 

Um die Mittelpunkte der Berührungs- 
kreise, z. B. X| zu finden, ist zu bedenken, 
dass die gemeinsame Zentrale zwischen Kreis 
X^ und G homolog, also parallel zur ge- 
meinsamen Zentrale von Kreis und G ist 
Diese gemeinsamen Zentralen sind aber die 



Figur 157. 
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Lote von X^ bezw. c auf G und ihre Foss^ 
punkte sind homologe Punkte zu c oder Ci, 
liegen also mit einem dieser Punkte and 
dem betreffenden Berührungspunkt in ge- 
rader Linie. 

Konstmktion. Konstruiere die Potenz- 
linie MN und fQr Kreis die beiden Aehn- 
lichkeitspolaren m^n^ und n^n^ zwischen 
Kreis und Kreis Q nach Aufgabe 142. 

Ziehe den zu G senkrechten Durchmesser 
cc^ von Kreis und in c und c^ die Tan- 
genten cl und c^l^. 

MN schneidet G in R, 

Wl«i „ cl „ Ti 

Die Yerbindungsgeraden von B mit r^, 
r\, r,, r'2 goben auf Kreis die acht Be- 
rührungspunkte a, a\ h, b', a, af^ ßj fi'. 
Verbinde die Punkte a, a', «, tf mit e, die 
Punkte 6, &', ß, ß* mit c^. Die Yerbindangs- 
geraden schneiden die Gerade G in /"i, jT't) 

Srkl. 140. Zur Kontrolle der Zeichnung Die auf G in den Punkten f und g er- 
bat man folgende Proben : Je zwei Mittelpunkte, richteten Lote schneiden die zugehörigen 
z. B. Xi und X\ etc. liegen mit R auf einer Halbmesser nach den Berührungspunkten in 
Geraden, diese steht senkrecht auf einer der ^en Mittelpunkten X», X' , X,, X' , Y„ Y'„ 
vier Aehnhchkeitsazen ca^, qTi,, c\^ c^\, y y/ 

Beweis folgt aus der Analysis. 
Determination siehe Aufgabe 92. 



Aufgabe 147. Zu einer gegebenen 
Geraden, einem gegebenen Kreis und Gegeben: P, G, Kreis um 0, 

Analysis. Potenzlinie und Polare zwischen 
Kreis und Punkt P werden nach Anmer- 
kung 42 gefunden. 

Der Potenzpunkt zwischen 0, P, G flült 

Brkl. 141. Die Potenzlinie zwischen einem auf G, denn die Potenzlinie zwischen einem 

Punkt und einer Geraden ist die Gerade selbst Punkt und einer Geraden ist diese letztere 

selbst [siehe Antwort b) zu Frage 29.] 
ErkL 142. Die Aehnlichkeitspolaren eines Die Aehnlichkeitspolaren des Kreises 
Kreises zwischen ihm und einer Geraden sind zwischen und G sind die zu G parallelen 
die zur Geraden parallelen Tangenten. Tangenten des Kreises (siehe die Analysis 

der vorigen Aufgabe). 

Die Mittelpunkte kann man wie in der 
vorigen Aufgabe finden. 
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Konstruktion. Zeichne die Potenzlinie 
MN und die Polare mn von Punkt P und 
Kreis 0. 




Erkl. 143. Die Aehnlichkeitsaxen des ge- 
gebenen Systems sind die zwei Geraden Pc 
und Pc^. 

Proben erhält man aus folgenden Bemer- 
kungen : X und X^ liegen auf der Senkrechten 
durch R zu c P, Y und T^ liegen auf der Senk- 
rechten durch R zu Cf P. 

Ein Kreis um R mit RP schneidet Kreis 
rechtwinklig, die Schnittsehne kl ist Polare 
von R fOr Kreis 0^ sie schneidet die Aehnlich- 
keitsaxen in 8 und 8^ ; die Tangenten von 8 und 
8^ an Kreis berühren diesen in den Berüh- 
rungspunkten mit den gesuchten Kreisen. 



Ziehe die zu G parallelen Tangenten cl 
und Cili an Kreis 0. 

MN schneidet 6 in R, 
mn „ cl y, r, 
mn „ CiZj „ fi. 

Ziehe Rr und Rr^, welche Kreis in 
a, a^ h, h\ schneiden, so sind diese Punkte 
die Berührungspunkte der gesuchten Kreise 
mit Kreis 0. 

Ziehe ca und ca\ Cih und Cih', welche 
G bezw. in f und /*, g und g' schneiden. 

Errichte auf G in /*, /*, g, g' Lote, welche 
die Halbmesser nach den zugehörigen Be- 
rührungspunkten in X, X^ Y, Y' schneiden, 
beschreibe um jeden dieser Punkte einen 
Kreis, welcher durch P geht. 

Beweis folgt aus der Analysis (vgl. auch 
Aufgabe 146). 

Determination siehe Aufgabe 86. 
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Aufgabe 148. Zu einem gegebenen 
Kreis und zwei gegebenen Punkten die 
Berührungskreise zu zeichnen. 



Gegeben: P, Q, Kreis um 0. 
Gesucht: Kreis um X. 



Figur 159. 



Analysifl. Die Aehnlichkeitspmikte zwi- 
schen P und und zwischen Q und fallen 
mit P und Q zusammen. Die Aehnlichkeits- 
punkte zwischen P und Q fallen in die 
Mitte von PQ und ins Unendliche, daher 
ist PQ die einzige Aehnlichkeitsaxe des 
Systems. 

Die Potenzlinie von P und Q ist das 
Mittellot von PQ, auf diesem liegen die 
Mittelpunkte X und Y der BerOhrungskreise. 



Konstruktion. Zeichne nach An- 
merkung 42 die Potenzlinie M'N' 
und Polare mn fQr Punkt P und 
Kreis 0; erstere schneidet das Mit- 
tellot von P Q im Potenzpunkt R des 
Systems. 

Der zu Qt senkrechte Durchmes- 
ser des Kreises schneidet mn im 
Pol r von PQ. 

Rr schneidet Kreis in a und 
a'. Oa und Oa' schneiden das Mit- 
tellot von PQ in X und T. 

Kreise um X und Y mit XP und 
YP sind die gesuchten. 



Beweis. Punkt r ist Pol der Aehn- 
lichkeitsaxe, denn letztere muss er- 
stens auf mn liegen, weil mn Polare 
eines Punktes der Aehnlichkeitsaxe 
ist, zweitens auf der Senkrechten 
durch zur Aehnlichkeitsaxe. [Siehe die 
Antwort zu Frage 21 und Antwort c) zu 
Frage 22, ferner Antwort b) zu Frage 29.] 

Determination. Siehe Aufgabe 83. 

Anmerkung 45. Will man auf die Aufgabe 148 die Konstruktion 143 b). anwenden, 
so ist nur die Potenzlinie M'N^ nicht aber die Polare mn zu zeichnen. Dies 
lässt sich am einfachsten dadurch erreichen (siehe £rkL 70) , dass man einen 
beliebigen Kreis zeichnet, welcher durch P geht und Kreis in /* und g scheidet, 
die Tangente dieses Kreises in P trifft die Sehne fg in einem Punkte h der Po- 
tenzlinie. Ein Kreis um den Potenzpunkt (Schnitt von MN mit dem Mittellot der 
PQ) mit Halbmesser RP schneidet Kreis rechtwinklig in k und Z, A;Z ist die 
Polaro von R in Bezug auf Kieis 0. 

Vom Schnittpunkt s der Polare kl und der Aehnlichkeitsaxe PQ lassen sich 
an Kreis die Tangenten sa und sa' legen, deren Berührungspunkt zugleich die 
Berührungspunkte mit den gesuchten Kreisen sind. 
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Aufgabe 149. Zu einem gegebenen 
Kreis und zwei gegebenen Geraden die 
Berflhrungskreise zu zeichnen. 



Gegeben: G, G^, Kreis um 0. 
Gesucht: Kreis um X. 



Analysis. Die Potenzlinie der beiden ge- 
gebenen Geraden ist die Halbierangsgerade 
eines ihrer Winkel, und zwar desjenigen, 
in welchem Kreis liegt 

Die Potenzlinie zwischen Kreis und 

jeder der Geraden ist die letztere selbst. 

Daher ist der Schnittpunkt R der beiden 

Geraden Potenzpunkt des Systems. Die 

Aehnlichkeitspolaren des Kreises zwischen 

diesem und jeder der beiden Geraden sind 

die zu letzteren parallelen Tangenten des 

Kreises. 

Erkl. 144. Die Mittelpunkte aller Kreise, Da die beiden Geraden als Kreise von 

-welche zwei gleiche Kreise gleichartig herüh- gleichem (unendlich grossem) Halbmesser 

ren, liegen auf der Potenzlinie. angesehen werden können, so liegt der 

Mittelpunkt jedes Berührungskreises auf 
ihrer Potenzlinie, d. h. auf der Winkel- 
halbierungsgeraden. 

Figur 160. 




Konstruktion. Ziehe (Fig. 160) an den 
Kreis die Tangentenpaare, welche zu G 
und G^ parallel sind; dieselben schneiden 
einander in r, r^ r^, r^; verbinde den 
Schnittpunkt R der gegebenen Geraden mit 
r, r^, fj, r,. Die Yerbindungsgeraden schnei- 
den den Kreis in den Punktepaaren a, a'; &, l>\ 

Die Halbmesser des Kreises nach diesen 
Punkten schneiden die Halbierungsgerade 
desjenigen Winkels zwischen G und G^, 
innerhalb dessen der betreffende BerUhrungs- 
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pankt liegt, in den Mittelpunkten X, X^; 
Y, Tt. 

Beweis folgt ans der Analysis. 
Determination siehe Aufgabe 91. 



Aufgabe 150. Zu einer gegebenen 
Geraden und zwei gegebenen Punkten 
die Berührungskreise zu zeichnen. 



Gegeben: G, P, Q. 
Gesucht: Kreis um X. 



Figur 161. 




Analysis. Die Potenzlinie zwischen P 
und Q ist das Mittellot von PQ, die Potenz- 
linie zwischen P and G oder zwischen Q und 
G fällt mit der Geraden selbst zusammen 
(siehe Antwort zu Frage 29); daher fällt 
der Potenzpunkt des ganzen Systems in den 
Schnittpunkt R des Mittellots 
von PQ mit der Geraden G. Die 
Aehnlichkeitsaxe des Systems 
fällt mit der Geraden PQ zu- 
sammen, der einzige im End- 
lichen liegende Aehnlichkeits- 
punkt ist die Mitte von PQ. 
Die Polare der Punkte P und 
R in Bezug auf G ist diese 
selbst. Daher ist der Pol der 
_ Aehnlichkeitsaxe in Bezug auf 

G unbestimmt, und die Konstruk- 
tionen 143 a) und c) sind auf 
den vorliegenden Fall durch ein- 
fache Spezialisierung nicht di- 
rekt anwendbar. 

Die Polare des Potenzpunkts 
B in Bezug auf die Gerade G 
ist diese selbst, sie schneidet die 
Aehnlichkeitsaxe PQ in s. 

Die Tangente von ^ an G fällt 
mit G zusammen, daher ist auch 
die in Aufgabe 143 b) gezeigte 
Konstruktion nicht direkt an- 
wendbar. 
Dagegen lässt sich an die Aufgabe 148 
anknüpfen. 

Denkt man sich in Fig. 159 um 5 mit 
sa=^sa' einen Kreis beschrieben, so schnei- 
det derselbe, da sein Mittelpunkt auf den 
Potenzlinien as und a's der Kreispaare 0, 
X und 0, Y liegt, die Kreise 0, X, Y 
rechtwinklig, ebenso aber jeden Kreis, der 
durch P und Q geht, weil PQ Potenzlinie 
fttr alle solche Kreise ist. 

Dadurch ist die in Aufgabe 82 angege- 
bene Konstruktion unter den allgemeinen 
Fall einbegriffen. Die Aufgabe lässt aber 
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mit Hilfe der Lehre von den Aehnlichkeits- 
pnnkten noch eine andere Auflösang zu: 

Man denke sich einen beliebigen Kreis, 
dessen Mittelpunkt M auf dem Mittellot 
von PQ liegt, und welcher G in 5 berührt, 
so ist Punkt R Aehnlichkeitspunkt der 
Kreise X und M, und BQ ist Aehnlichkeits- 
strahl. Dieser schneide Kreis X zum zweiten- 
male in Q', Kreis M in g und 2^ so sind 
Q und q einerseits, Q' und q* andererseits 
homologe Punkte der Kreise X und M, da- 
her sind die Halbmesser QX und qM pa- 
rallel. 




Konstraktion. Zeichne einen beliebigen 
Kreis, dessen Mittelpunkt M auf dem Mittel- 
lot von PQ liegt, und welcher G in « be- 
rührt. Verbinde den Schnittpunkt R des 
Mittellots und der Geraden G mit Q, die 
Yerbindungsgerade schneidet den Hilfskreis 
in q und ^; ziehe Mg und Mg' und die 
Parallelen dazu durch Q, welche das Mittel- 
lot in X und Y treffen, so sind die Kreise 
um X und T, welche durch Q gehen, die 
gesuchten. 

Beweis folgt aus der Analysis. 



Determination siehe Aufgabe 82. 
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Aufgabe 151. Zu zwei gegebenen 
Geraden und einem gegebenen Punkt 
die Berührungskreise zu zeichnen. 



Gegeben: G, G^, Q. 
Gesucht: Kreis um X. 

Analysis. Aach diese Aufgabe Iftsst sich 
nicht direkt nach der Aufgabe 143 als Spe- 
zialfall auflösen, dagegen analog mit Aufgabe 
148 durch die Lehre von den AehnHch- 
keitspunkten. 

Der gesuchte Kreis um X und ein belie- 
biger Kreis um M, welcher die beiden Ge- 
raden G und 6^ berührt, haben den Schnitt- 
punkt B von G und G^ zum Aehnlichkeits- 
punkt 

BQ ist Aehnlichkeitsstrahl, folglich sind 
die Halbmesser nach den homologen Punkten, 
QX und gX, einander parallel. 



Figur 161. 




Konstruktion. Halbiere denjenigen 
Winkel zwischen G und G^, in welchem 
Punkt Q liegt, beschreibe um einen belie- 
bigen Punkt M der Halbiemngsgeraden 
einen Kreis, der die Geraden berührt 

Ziehe RQ, welche den Hilfskreis $ und ^ 
schneidet; ziehe M^ und M^ und die Pa- 
rallelen dazu durch Q, welche die Halhie- 
rungsgerade in X und Y schneiden. 

Kreise um X und T mit XQ bezw. TQ 
sind die gesuchten. 

Beweis folgt aus Analysis. 

Determination siehe Aufgabe 86. 
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Anmerkung 46. Wesentliche Yereinfachangen der in den vorhergehenden Aufgaben 
gezeigten Eonstraktionen treten ein , sobald von den gegebenen Kreisen oder ge- 
raden Linien einige oder alle einander berühren. Dieser Fall kommt in der 
Praxis, besonders in der gothischen Ornamentik, häufig vor und soll deshalb in 
einigen Beispielen noch besonders behandelt werden. 



Aufgabe 152. Es sind drei Kreise 

gegeben, von welchen die beiden ersten Gegeben: Kreis um 0, Kreis um Q, 

den dritten gleichartig berühren; einen Kreis um P. 

Kreis zu zeichnen, welcher die drei Voraussetzung: Kreis um P be- 

Kreise gleichartig berührt. ^hrt die Kreise um und Q gleichartig. 

Gesucht: Kreis um X. 

AnalysiB. (Siehe Fig. 162.) Kreis P und 
Kreis X^ berühren die beiden Kreise 
und Q gleichartig, folglich geht ihre Potenz- 

Erkl. 145. Werden zwei Kreise von zwei SVroL'.^n "^^T"^^^^^^ 
anderen gleichartig berührt, so ist die Potenz- der Kreise und Q. [Siehe den Lehrsatz c) 
linie des einen Kreispaars äusserer Aehnlich- ^ ^er Antwort zu Frage 32.] Da aber 
keitsstrahl des anderen Kreispaars , und die ^.reis X^ den Kreis P berührt, so fällt ihre 
Aehnlichkeitspunkte des einen Paars liegen auf Potenzlinie zasammen mit der gemeinsamen 
der Potenzlinie des anderen Paars. Tangente im Berührungspunkt c^ (siehe die 

Antwort zu Frage 24). Daher findet man 
den Berührungspunkt c^ anf Kreis P, wenn 

KrkL 146. Die PotenzUnie zweier Kreise, TrVT« n^^'n n^f t^"?!?^""^?*- t 
die einander berühren, ist die gemeinsame der Kreise und Q die Tangente an Kreis P 

Tangente im Berührungspunkt. ^^^\' , , . . , 

Nach dem vorhin benützten Satze [Ant- 
wort c) zu Frage 32] liegt ferner der Aehn- 
lichkeitspunkt B^ der Kreise P und X^ auf 
der Potenzlinie BR, der Kreise und Q. 
Somit ist Bf der Schnittpunkt des Halb- 
messers PCi mit BRi. 

Nach Satz a) in der Antwort zu Frage 32 
gehen femer die Berührungssehnen aa^ und 
b &| der Kreise und Q mit den Kreisen P 
und Xj durch B^, wie umgekehrt die Be- 
rührungssehnen ab und a|&( durch A gehen. 
Dadurch findet man die Berührungspunkte 
a^ und &^ von Kreis X, mit und Q, und die 
Halbmesser Oa^ und Q&i schneiden einander 
in dem auf Pc^ liegenden Mittelpunkt X. 

Eine andere Lösung ergibt sich aus der 
Erwägung, dass die Potenzlinien der drei 
Krkl. 147. Werden zwei Kreise von einem Kreise 0, P, X, welche einander bertlhren, 
dritten gleichartig (ungleichartig) berührt, so die Tangenten in den Berührungspunkten 
ist die BertthrungBsehne des dritten Kreises gißd. Von letzteren kennt man zwei, näm- 
äuBserer (innerer) Aehnhchkeitsstrahl der zwei ^^^ ^ ^^^ ^^^ ^^^ Potenzpunkt S, der drei 
ersten ureise. -j^^^^^^ .^^ ^^^ ^^^ Schnittpunkt von Ac^ 

mit der Tangente an die Kreise und P 
in ihrem Berührungspunkt a; die zweite 
Tangente von S^ an Kreis liefert den 
Berührungspunkt a^. Die gleiche Betrach- 
tung, angewendet auf die Kreise Q, P, X^ 
würde den Berührungspunkt b^ geben. 
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Figur 162. 




Eonstraktion. a). Bestimme den äusse- 
ren Aehnlichkeitspunkt A und die Potenz- 
linie RR^ der Kreise und Q, lege von A 
an Kreis P die Tangente Ae^j, ziehe PCp 
welche die Potenzlinie RR^ in B^ trifft. 
Verbinde B^ mit den Berühnmgsponkten a 
und h zwischen Kreis P einer- und den 
Kreisen und Q andererseits. Die Yer- 
bindungsgeraden treffen die Kreise und 
Q in a^ bezw. \. Pc^ 05^, Oa^ schneiden 
einander in X^. Ein Kreis um X^ mit 

ist der gesuchte. Oder: 

b). Lege vom äusseren AehnBchkeitspunkt 
A der Kreise und Q die Tangente Ac^ 
an Kreis P. Ziehe die gemeinsame Tan- 
gente der Kreise und P im Berflhnmgspnnkt 
a. Beide Tangenten schneiden einander in 
S^. Lege von S^ an Kreis die Tangente 
S^a^; ziehe Oa^ und Pc^, welche einander 
in X^ schneiden. 

Beweis siehe Analysis. 
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Aniuerkiing 47. In Figur 162 ist an den Kreis X^ noch ein weiterer Berahrungs- 
kreis gezeichnet, welcher aus 0, Q, X^ gerade so konstruiert wird, wie X^ aus 0, 
Q, P. An diesen Hesse sich wieder ein Berührungskreis zeichnen u. s. w., bis 
einer der Berührungskreise die äussere gemeinschaftliche Tangente der Kreise 
und Q schneidet; von da an ist kein weiterer äusserer, sondern nur noch um- 
schliessende Berührungskreise möglich. 

Anmerkung 48. Da die Tangenten Ac, Ac^, Ac,, Ac, u. s. w. alle gleich sind, so 
schneidet ein um A mit Ac beschriebener Kreis sämtliche Kreise rechtwinklig, 
welche die Kreise und Q gleichartig berühren. 
Nach dem Tangentensatze ist: 

— 2 

Aa = Aa.Aft = Aflj . Aftj = Aa2 . Afej. 

Die Produkte Aa.A&, Aa^.Aft^ u. s. w. sind nach der Antwort zu Frage 27 
die gemeinschaftliche Potenz der Kreise und Q, bezogen auf ihren 
äusseren Aehnlichkeitspunkt, also unabhängig von Kreis P. Man nennt jenen 
' Kreis, dessen Halbmesser, ins Quadrat erhoben, gleich der gemeinschaftlichen Po- 
tenz der Kreise in Bezug auf ihren äusseren Aehnlichkeitspunkt ist, den äusseren 
Potenzkreis der zwei gegebenen Kreise. Ebenso gibt es einen inneren 
Potenzkreis, dessen Mittelpunkt der innere Aehnlichkeitspunkt der zwei Kreise 
und dessen Halbmesser, mit sich selbst multipliziert, die gemeinschaftliche Potenz 
in Bezug auf den inneren Aehnlichkeitspunkt ist. Eine Anwendung von dem 
letzteren zeigt die nächste Aufgabe für einen spezielleren Fall. 



Aufgabe 153. Zwei Kreise berühren 
einander von aussen und werden von 
einem dritten Kreise umschliessend be- 
rührt Kreise zu zeichnen, welche die Gegeben: Kreis um 0, Kreis um Q, 
beiden ersten von aussen und den dritten Kreis um P. 

von innen berühren. 

Voraussetzung: Kreis um Q berührt 

den Kreis um P von aussen. Kreis um 
berührt die Kreise um Q und P um- 
schliessend. 

Gesucht*: Kreis um X. 

Analysis. Die Aualysis von Aufgabe 152 
gilt auch für diese Aufgabe, jedoch mit 
einigen Modifikationen: 

Da die Kreise P und Xi das Kreispaar 
und Q ungleichartig berühren, so tritt an 
Stelle des äusseren der innere Aehnlich- 
keitspunkt. Die Potenzlinie der Kreise 
und Q geht, da sie einander berühren, durch 
ihren Berührungspunkt Aq und ist dort Tan- 
gente. 



Konstruktion. Wie bei Aufgabe 152, 
nur dass statt des äusseren Aehnlicbkeits- 
punkts der Kreise und Q der innere be- 
nützt wird. 

In Fig. 163 sind auch die Potenzpunkte 
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1\, Tj, T3, T', der Kreistripel Q, P, X^; 
Q, Xi, X^; Q, Yp Y, benützt. 

Beweis folgt aus der Analysis. 



Figur 163. 




Anmerkung 49. In Figur 163 wurde eine ganze Reihe von Kreisen X^, X, . . . • 
gezeichnet, welche je den vorhergehenden und den Kreis Q von aussen, den Kreis 
von innen berühren. Diese Reihe lässt sich beliebig weit fortsetzen, wobei die 
Kreise immer kleiner werden, nach einem Gesetze, das weiter unten entwickelt 
werden wird. 

Der innere Potenzkreis von und Q geht in Fig. 163 durch den Berüh- 
rungspunkt Aq, denn in diesem Punkte fallen zwei homologe Punkte beider Kreise 
in Bezug auf den inneren Aehnlichkeitspunkt zusammen. 
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PROSPEKT. 



Dietei Werk, welchem kein fthnllches rar Seite steht, erscheint monatlich in 
Heften m dem billigren Preise tod 25 ^ pro Heft and bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten nnd praktischsten Aufgraben ans dem Gesamtgeblete d^r Mathematik, Phjslk, 
Mechanik, math. Geographie y Astronomie y des Maschinen- , Strassen- , Eisenbahn-, 
Brücken- nnd Hochbanes, des konstrukÜTen Zeichnons etc. etc. und xwar in TOlIstRadig 
gelöster Form, mit rieten Figuren, Erkl&mngen nebst Angabe und EBtiriekelmgr der 
benntsten Sfttze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die LOsong 
jedermann yerständlich sein kann, bezw. wird, wenn eine gr9ssere Ansahl der Hefte er- 
schienen ist« da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergUnaen und alsdann auch alle 
Teile der reinen nnd angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapi- 
teln angeordnet — yorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungel5sten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezüglichen golOsten Aufgaben) des Studierenden 
überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutst 
werden können. — Die Lösungen hierzu werden sp&ter in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, InhaltsTeneleh- 
nis, Berlchtigangen und erlftatemde ErklSrungen über das betrelfende Kapitel zur Ausgabe 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen ünterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen I. und II« Ord., gleleh- 
berechtigten höheren Bürgerschulen, Priratschnlen, Gymnasien, Realgymnasien, Pr#- 
gjinnasien , Schnllehrer - Seminaren , Polytechniken , Techniken , Bangewerkschnlen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, teehn. Torbereitungsschulen aller Arten, gewerbliche 
Fortbildungsschulen, Akademien, üniyersität'en , Land^ und Forstwissenschaftssehnlen, 
Militftrschnlen, Torbereitnngs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Eiijfthrig-Frei* 
willige- nnd Offlzlers-Examen, etc. 

Die 8chBler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese. Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Auff^aben gezeigt, welche sie bei ihren Prüfungen zu lösen haben^ zugleich aber auch 
die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stfltie für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen TeüOs der mathematischen 
Disziplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine yoU- 
Btändige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben an lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu yerwerten. Lnst, liebe 
und Terständnis für den Schul-Ünterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenienren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Milltirs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen BerBÜs* 
zweigen rorkommenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Yerwertnngen und weiteren Forschungen ^ben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige nnd praktische; Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen nnd mit Angabe der liiamen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Ver^uMr, 
Dr. Klejer, Frankfurt a. M. Fischerfeldstrasse 16, entgegen nnd wird deren Erledngnag 
thunlichst berücksichtigt \ 

Stattgart. Die YerlagshandliiiigJ 
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G. Potenzkreise. Prinzip der reciproken Radien. 

Malfattisches Problem. 



I^age 35. Welche Beziehungen be- 
stehen zwischen zwei gegebenen Kreisen 
und ihren Potenzkreisen? 



Grmns, Apollon. Berfthrangsproblem« 



Antwort, a). In Figur 164 liegen die 
zwei gegebenen Kreise und Q auseinander, 
sie werden von einem dritten Kreis Y un- 
gleichartig in a* und V berührt, und B ist 
der innere Aehnlichkeitspnnkt von und Q, 
daher ist nach der Antwort zu Frage 27 
das Produkt Ba'.B&' konstant, und der 
Punkt B liegt zwischen a* und h\ Da nun 
der Halbmesser des inneren Potenzkreises 
mittlere Proportionale zwischen Ba' und B&' 
und B sein Mittelpunkt ist, so schneidet 
der innere Potenzkreis den Berührungskreis 
in zwei Punkten f und Z^. B/* möge den 
Kreis Y zum zweitenmale in f^ treffen, so 
ist nach dem Sehnensatz: 

Ba'.B6' = B/;.B/'=e.B/*i, 

wenn (> den Halbmesser des Potenzkreises 
bedeutet. Aber nach der Definition des 
letzteren ist Ba'.B6' = p', folglich ist 
B/*^ = ^, oder fy fällt mit /', zusammen und 
die Sehne fi^ ist gleich 2^, d. h. gleich dem 
Durchmesser des inneren Potenzkreises. 

b). Liegt dagegen Kreis Q in Kreis 
(Fig. 165) und berührt Kreis X den letzteren 
von innen in a, den Kreis Q umschliessend 
in 6, so liegt der äussere Aehnlichkeits- 
punkt A von und Q innerhalb des Krei- 
ses Q zwischen a und &, der äussere Potenz- 
kreis kann daher in diesem Falle den Kreis 
X nicht rechtwinklig schneiden, sondern 
wird von ihm halbiert, was gerade so wie 
bei a) zu beweisen ist. 

c). Schneiden jedoch die Kreise und X 
einander (Fig. 166), so liegt der äussere 
Aehnlichkeitspunkt A ausserhalb der Be- 
rührungssehne ab des gleichartig berühren- 
den Kreises X, und der innere Aehnlichkeits- 
punkt B liegt ausserhalb der Berührungs- 
sehne a*y des ungleichartig berührenden 
Kreises Y. Sowohl der äussere als der 
innere Potenzkreis schneiden also vermöge 
ihrer Definition die zugehörigen Berührungs- 
kreise rechtwinklig. 

12 
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Das Apollonische Berahrnngsproblem. 



Aus dem Vorhergehenden ergeben sich 
somit für die Potenzkreise folgende Sätze: 



I. Liegen zwei Kreise auseinander, so 
schneidet ihr äusserer Potenzkreis jeden 



Figur 164. 




Kreis rechtwinklig, welcher die beiden 
gegebenen Kreise gleichartig (von aussen 
oder umschliessend) berührt; ihr innerer 
Potenzkreis wird nach einem Durchmes- 
ser geschnitten von jedem Kreise, wel- 
cher die gegebenen Kreise ungleichartig 
(den einen von aussen, den andern um- 
schliessend) berührt. 



IL Liegt ein Kreis im andern, so hal- 
biert jeder gleichartig (von innen und um- 



Potenzkreise. Prinzip der reciproken Radien. Malfattisches Problem. 



179 



schliessend) berührende Berührungskreis 
den äusseren Potenzkreis ; jeder ungleich- 



Figur 165. 




artig (von innen und von aussen) berüh- 
rende Berührungskreis wird vom inneren 
Potenzkreis rechtwinklig geschnitten. 



IXI. Schneiden zwei Kreise einander, 
so werden ihre gleichartig (beide von 
aussen oder beide von innen oder beide 
umschliessend) berührenden Berührungs- 
kreise vom äusseren Potenzkreis, ihre 
ungleichartig (von aussen und von innen) 
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Das Apollonische Berfihnmgsproblem. 



Figur 166. 




berührenden Berührungskreise vom inne- 
ren Potenzkreis rechtwinklig geschnitten. 



Anmerkung 50. Um die Untersebeidong zwischen den in der vorigen Frage erwähnten 
Fällen nicht stets machen zu müssen, nennt man Orthogonalkreis eines gegebenen 
einen solchen, welcher denselben entweder rechtwinklig schneidet oder von ihm 
nach einem Durchmesser geschnitten (halbiert) wird. Man kann daher die in der 
vorigen Frage beantworteten Sätze kurz so aussprechen: 

Die beiden Potenzkreise zweier gegebenen Kreise sind Ortho- 
gonalkreise für alle Kreise, welche die gegebenen gleichzeitig be- 
rühren, und zwar der äussere Potenzkreis für die gleichartig, der 
innere für die ungleichartig berührenden. 



Anmerkung 51. Wegen der Gleichheit der Potenz Aa.A& oder Ba'.B&' für die 
Abschnitte auf einem Aehnlichkeitsstrahl vom Aehnlichkeitspunkt bis zu zwei 
nicht homologen Schnittpunkten nennt man die letzteren potenzhaltende Punkte 
des äusseren bezw. inneren Aehnlichkeitspunkts. Legt man durch zwei solche 
Punkte einen Kreis und zieht von Aehnlichkeitspunkt eine Sekante (bezw. Sehne) 
in letzteren, so haben ihre Schnittpunkte mit diesem Kreise dieselbe Potenz in 
Bezug auf den Aehnlichkeitspunkt, sind also ebenfalls potenzhaltende Punkte. 
Daher nennt man überhaupt potenzhaltende Punkte des äusseren bezw. inneren 
Aehnlichkeitspunkts zweier Kreise zwei solche Punkte auf einem Aehnlichkeits- 
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strahl, für welche das Produkt ihrer Abstände vom Aehnlichkeitspunkt gleich der 
gemeinschaftlichen Potenz der zwei Kreise in Bezog auf den betreffenden Aehn- 
lichkeitspunkt ist. 

Ebenso sagt man von jedem Kreise X oder Y, dessen Potenz in Bezug auf 
einen der beiden Aehnlichkeitspunkte A oder B gleichartig (äusserlich oder inner- 
lich) und gleich ist der zu demselben Aehnlichkeitspunkt gehörigen gemeinschaft- 
lichen Potenz der Kreise und Q: er sei ein potenzhaltender Kreis in 
Bezug auf den jedesmaligen Aehnlichkeitspunkt. Daher ist jeder Kreis, welcher 
durch zwei potenzhaltende Punkte geht, ein potenzhaltender Kreis. Jeder potenz- 
haltende Kreis wird von einer Sekante des zugehörigen Aehnlichkeitspunkts in zwei 
potenzhaltenden Punkten geschnitten. Legt man vom zugehörigen Aehnlichkeits- 
punkt an einen potenzhaltenden Kreis eine Tangente, oder, wenn dies nicht mög- 
lich ist, zieht man durch diesen Aehnlichkeitspunkt in dem potenzhaltenden Kreis 
die kürzeste Halbsehne, so ist deren Quadrat nach dem Tangenten- oder Sehnen- 
satz gleich der gemeinschaftlichen Potenz des betreffenden Aehnlichkeitspunkts, 
also sie selbst gleich dem Halbmesser des zugehörigen Potenzkreises. Man erhält 
somit den Satz: 

Jeder potenzhaltende Kreis schneidet den Potenzkreis des zuge- 
hörigen Aehnlichkeitspunkts entweder rechtwinklig oder nach einem 
Durchmesser. (Der Potenzkreis ist Orthogonalkreis aller potenz- 
haltenden Kreise des zugehörigen Aehnlichkeitspunkts.) 

Insbesondere sind auch diejenigen Kreise potenzhaltend, welche die gegebenen 
Kreise in ihren Scheiteln berühren; so sind (Üe Kreise mit den Durchmessern (le^ 
xiüd d^e potenzhaltend für den äusseren, die Kreise mit den Durchmessern dd^ 
und ee^ potenzhaltend für den inneren Aehnlichkeitspunkt (siehe Fig. 164 bis 166). 
Man erhält daher bei auseinander liegenden Kreisen den äusseren Potenzkreis, 
bei Kreisen, von denen der kleine im grossen liegt, den inneren, wenn man im 
ersten Falle vom äusseren Aehnlichkeitspunkt an einen der Kreise mit den Durch- 
messern d^e oder de^, im zweiten Falle vom inneren Aehnlichkeitspunkt an 
einen der Kreise mit Durchmesser dd^ oder ee^ die Tangente Ah bezw. B^ legt. 
Umgekehrt erhält man im ersten Falle den inneren, im zweiten Falle den äusseren 
Potenzkreis, wenn man durch den betreffenden Aehnlichkeitspunkt in einem der 
zugehörigen potenzhaltenden Kreise, welche die gegebenen Kreise in den Scheiteln 
berühren, die kürzeste Halbsehne zieht (Fig. 164 und 165). 

Schneiden die beiden Kreise einander in den Punkten c und c^ (Fig. 166), so 
fallen in jedem dieser Punkte zwei potenzhaltende Punkte zusammen, und zwar 
sowohl für den äusseren als für den inneren Potenzkreis. Die beiden Potenz- 
kreise gehen daher durch die Schnittpunkte der gegebenen Kreise. 

Anmerkung 52. Bezeichnet man die Mitte von de^ mit m, von dd^ mit n, den 
Halbmesser des Kreises m mit k, den des Kreises n mit Jc^, den Halbmesser von 
Kreis mit r, denjenigen von Kreis Q mit r^ die Zentrale OQ mit c, den Halb- 
messer des äusseren Potenzkreises mit ^^, den des inneren mit q^, so ergibt die 

Betrachtung der Fig. 164 bis 166, unter Benützung des Pythagoräers, femer der 
Thatsache, dass die Zentrale von den Aehnlichkeitspunkten im Verhältnis der 
Halbmesser aussen und innen geteilt wird, und dass die Kreise m bezw. n die 
Potenzkreise zu Orthogonalkreisen haben: 

Für Fig. 164: 

OA = -^. QA = -^••' 

r — r^ ' ^ r — 7\ 

^^ er ^^ er ' 

OB = —-:—-, QB = - '-, 

AB = —j IT 2* 

r — r, * 
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sc»--»-,) 2(r+r,) 

Für Fig. 165: 
0A=--^, QA= ''^ 



OB =-4!^-, QB= !"•-, 

AB = 4^^- 

Ow = -5^ ^ , Om = - - :^ , 

o, (»■ — »"O + c -% (»■+»'t) + c 

Qw = -' ^^ , Qfi = --^'^-■ 

A« - (*--^ t)'+c(r+r.) (r+r.)' + <!(r-r .) 



OA = 



OB = -'- 



Ä = 



Om = 







Für 


Fig. 


166: 


er 








«- = .°\. 


»■ — »-i ■ 


er 








«"-v+V 






AB = 


2 




c + (r+ 
2 








,, _ c+Cr— r,) 


c-(r- 
2 


> 






0« - (^+/-> ^- 
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Qw = 



Am = 



"2 

2(r-r.) 
9j = Am — Ä« 



Qw = 



2 






Q.2 = Bn—k^^ = 



_ rr,\c^—{ r—r;f] 



{r^-r,y 



Frage 36. Welche Beziehung besteht 
zwischen den beiden Potenzkreisen zweier 
gegebener Kreise? 



Antwort. Aus den in Anmerkung 52 
entwickelten Werten von q^ und q. findet 

man durch eine leichte Rechnung: 

Für Fig. 164: 



2 2 



= AB 



Für Fig. 165: 



2 2 



= AB 



Für Fig. 166: 



Qa 



'+(,,» = AB 



Das heisst: Liegen die gegebenen 
Kreise auseinander, so halbiert 
der äussere Potenzkreis den inne- 
ren; liegt der kleine Kreis im 
grossen, so halbiert der innere 
Potenzkreis den äusseren; schnei- 
den beide Kreise einander, so 
schneiden die Potenzkreise ein- 
ander rechtwinklig. 

Anmerkung 53. Aas den Formeln von Anmerkung 52 ergibt sich femer durch eine 
leichte Rechnung, dass der Schnittpunkt der beiden Potenzkreise im ersten Fall 
zugleich der Schnittpunkt der beiden potenzhaltenden Scbeitelkreise des inneren 
Aehnlichkeitspunktes ist; im zweiten Falle schneiden die Potenzkreise einander im 
Schnittpunkt der potenzhaltenden Scheitelkreise des äusseren Aehnlichkeitspunkts; 
im dritten Fall fällt der Schnittpunkt der Potenzkreise mit demjenigen der gegebenen 
Kreise zusammen. 



Frage 37. Bestehen noch weitere 
wichtige Beziehungen zwischen zwei ge- 
gebenen Kreisen und ihren Potenzkreisen, 
und welche? 



Erkl. 148. Unter dem Winkel, welchen zwei 
Kreise miteinander bilden, versteht man den 
Winkel, welchen ihre Tangenten im Schnittpunkt 
miteinander bilden. 



Antwort, a). Schneiden zwei Kreise 
einander, so werden die Winkel, unter 
welchen sie einander schneiden, von den 
Potenzkreisen halbiert. 

b). Die Potenzen eines beliebigen 
Punkts eines der Potenzkreise in Bezug 
auf beide gegebenen Kreise verhalten 
sich wie die Halbmesser der letzteren. 

Beweis siehe Anmerkung 54 und 55. 
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Das Appollonische Berahnmgsprobleiii. 



Anmerkung 54. Zieht man in Fig. 166 die Strecken Oc und Qc, so ist die Grond- 
linie OQ des Dreiecks OcQ darch A und B aussen und innen im Yerhfiltnis von 
Oc zu Qc geteilt. Nun lautet ein Satz der Planimetrie: „Teilen in einem Dreieck 
zwei Geraden von der Spitze aus die Grundlinie aussen und innen im Yerhftltiiis 
der anstossenden Seiten, so sind diese zwei Geraden die Halbierungsgeraden des 
Winkeis an der Spitze und seines Aussenwinkels** (siehe Kleyer-Sachs^ Lehrb. d. 
Planim.). Somit sind die Halbmesser der Potenzkreise, Ac und Bc, die Halbierongs- 
geraden der Winkel, welche die Halbmesser der gegebenen Kreise in ihrem Schnitt- 
punkte miteinander bilden. Da nun die Tangenten auf den Halbmessern senkrecht 
stehen, so sind die Tangenten der Potenzkreise in c die Halbierungsgeraden der 
Winkel zwischen den Tangenten der Kreise und Q. Unter dem Winkel, welchen 
zwei Kreise miteinander bilden, versteht man aber den Winkel, welchen ihre 
Tangenten im Schnittpunkt miteinander bilden, damit ist der Satz a) in der vorigen 
Antwort bewiesen. 



Anmerkung 65. In Fig. 167 sei A der Mittelpunkt eines beliebigen Kreises, welcher 
durch (Qe Schnittpunkte c und c^ der Kreise und Q hindurchgeht. Von einem 

beliebigen Punkte M £eses Kreises ans 



Figur 167. 




seien die Tangenten Ms und M^ an die 
Kreise und Q gezogen, femer sei auf 
OQ das Lot Mm gef&Ut, OM, QM, AM 
und cc^ p^ezogen, welch letztere OQ in 
h trifft. Nun ist nach dem Pythagorfter: 



M«' = MO^ — r', 

m^ = MQ^— V» 

nach dem verallgemeinerten Pythagorfter 
ist aber: 



MO' = 0A' + ?' — 20A.Am, 

MQ* = QA' + e* — 2QA.Am. 

Daher: 

Ms' = ()Ä* + ^* — r' — 20A.A»», 
und 



Mi* = QA' + ?» — r^ — 2QA.Ain, 



aber nach Erkl. 68 ist: 

^i_r2 = Ac'-()^' = AÄ* — ÖÄ* = (A7* + 0Ä)(AÄ-0Ä) = A0(AÄ-0Ä), 

Q^—r,^= Ac'-Qc'="aV-Q)** = (Aä + Qä)(AÄ-Qä) = AQ(AÄ-Qä). 
Daher: 

Ms' = AO(AO + AÄ — OÄ— 2Atn) = A0(2AÄ — 2Aw), 

m^ = AQ(AQ + AÄ + QÄ — 2Aw) = AQ(2AÄ — 2Am). 

Es ist daher: 

Ms':M^* = AO:AQ. 

Man hat daher den allgemeinen Satz gewonnen: 

Geht durch die Schnittpunkte zweier Kreise ein dritter Kreis, und 
man legt von irgend einem Punkte des dritten Kreises an die beiden 
ersten Kreise die Tangenten, so verhalten sich die Quadrate dieser 
Tangenten wie die Abstände des dritten Mittelpunkts von den beiden 
ersten. 
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Dieser Satz gilt aber auch für den Fall, dass Punkt M innerhalb eines der 
beiden Kreise liegt und man statt der Tangente an denselben die halbe kürzeste 
Sehne in ihm zieht. Femer gilt er nicht nur fflr den Fall, dass die Kreise ein- 
ander schneiden, sondern auch, wenn der dritta Kreis dieselbe Potenzlinie hat wie 
die zwei ersten, denn die oben für q^ — r* und ^' — r^* ermittelten Gleichungen 
sind nach Anmerkung 29 auch für diesen Fall gültig. Der Satz b) in der Antwort 
zu Frage 37 folgt aus dem eben ausgesprochenen, denn die Strecken CA und QA 
verhalten sich wie die Halbmesser r und r^, wenn A Aehnlichkeitspunkt ist, und 
der Potenzkreis hat mit jedem der beiden Kreise die Potenzlinie gemeinsam. 



Figur 168. 







Anmerkung 56. Es sei in Fig. 168: A ein Aehnlichkeitspunkt und der Kreis ff^ der 
zugehörige Potenzkreis für die zwei Kreise und Q; der Halbmesser des Potenz- 
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kreises sei q. Ans der Gleichung Aa-Aa^ = g\ welche fflr irgend zwei potenz- 
haltende Punkte gilt, folgt, dass bei gegebenem Potenzkreis zu einem gegebenen 
Punkt a immer ein zweiter bestimmter potenzhaltender Punkt a^ gehört, welcher mit 
a auf dem gleichen Aehnliohkeitsstrahl liegt, und dass die Punkte a und a^ in 
Bezug auf den Potenzkreis reciproke Punkte sind (siehe die Antwort zu 
Frage 21). Da nun zwei Kreise, welche den gleichen Potenzkreis haben, Ton 
einem Aehnlichkeitsstrahl in zwei Paaren potenzhaltender Punkte getroffen werden, 
so folgt, dass wenn der eine von zwei potenzhaltenden Punkten den 
Umfang eines Kreises durchläuft, der zugehörige potenzhaltende 
Punkt auf dem Umfang eines zweiten Kreises Q sich bewegt, wel- 
cher mit denselben gleichartigen Potenzkreis hat. Sieht man also den 
Potenzkreis als gegeben an, so lässt sich zu jedem Kreise ein und nur ein 
Kreis Q konstruieren, welcher mit dem gegebenen Kreis denselben gegebenen 
Potenzkreis gleichartig (entweder beide als äusseren oder beide als inneren) besitzt. 

Anmerkung 57. Haben in Fig. 168 die beiden Kreispaare 0, Q und M, N denselben 
Punkt A als gleichartigen Aehnlichkeitspunkt und in Bezug auf diesen den 
gleichen und gleichartigen Potenzkreis, so folgt, dass die Punkte a, &, in welchen 
z. B. und M einander schneiden, mit den Punkten a^, ö^, in welchen Q und 
N einander schneiden, in Bezug auf A potenzhaltend sind, denn der Punkt, welcher 
zu a potenzhaltend ist, muss nach der Voraussetzung und nach Anmerkung 56 
sowohl auf Kreis Q als auf Kreis N liegen, weil a sowohl auf Kreis als auf 
Kreis M liegt; ebenso muss der Punkt b^, welcher zu dem Schnittpunkt b von 
und M als potenzhaltender gehört, Schnittpunkt der Kreise Q und N sein. Auf 
gleiche Weise müssen die Schnittpunktepaare c, d von Kreis Q und M den Schnitt- 
punktepaaren Ci, d^ von Kreis und Kreis N entsprechen. Oder mit anderen 
Worten: Haben zwei Kreispaare einen gleichen und gleichartigen 
Potenzkreis, so sind ihre Schnittpunkte potenzhaltende Punkte. 

Amnerkong 58. Die Schnittsehnen ab und cd müssen einander auf der Potenzlim'e 
RR^ der Kreise und Q schneiden als Verbindungsstrecken potenzhaltender 
Punktepaare, denn sie sind Sehnen desselben Kreises M, ebenso liegt der Schnitt- 
punkt von a^bt und c^d^ auf der Potenzlinie RR^ von und Q, weil sie Sehnen 
desselben Kreises sind. Dagegen sehneiden ab und c^d^, ebenso ai\ und cd ein- 
ander auf der Potenzlinie ff^ der Kreise M und N. Nun ist aber nach der De- 
finition der potenzbaltenden Punkte: Aa.Ab = Aa^.Ab^, folglich liegen a, b, 
a, , b^ auf einem Kreis und cd und c^d^ schneiden einander auf der Potenzlinie 
RRj von und Q; ebenso ist Ac.Ac^ =^ Ad.Ad^y folglich liegen die Punkte 
c, c^, (2, dl auf einem Kreis und cd und Cid^ schneiden einander auf RR^; da 
aber die Sehnen ab und ayb^ einerseits und cd und Cidi andererseits auch dem 
Kreispaar M und N angehören, so folgt, dass sich sowohl ab und aybi als cd 
und Ci d^ auch auf fft schneiden müssen.. Der Schnittpunkt R der beiden Potenz- 
linien ist somit gemeinsamer Schnittpunkt der Seimen ab, cd, a^b^, c^^d^ und 
man erhält den Satz: 

Haben zwei Paare von Kreisen einen gleichen und gleichartigen 
Potenzkreis, so besitzen sie einen gemeinsamen Potenzpunkt. 

Anmerkung 59. Man lege durch die zwei potenzhaltenden Punkte d und d^ einen 
beliebigen Kreis P, welcher nach Anmerkung 51 in Bezug auf A potenzhaltend 
ist. Dann sind die Winkel: 

1) <^ Vdd^ = <^ ^d^d. 

Zieht man die Halbmesser Odf^ und Qd, welche einander in o schneiden, so 
ist nach Erkl. 63 : 
2) -^ odd^ =: <^ od^d. 

Da aber d und di auch potenzhaltende Punkte der Kreise M und N sind, so 
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ist, wenn man die Halbmesser Md and Nef^ zieht, die einander in q schneiden, 
aas demselben Grande wie vorhin: 

3) ^ qdd^ = <^ qd,d. 

Aas diesen drei Gleichungen folgt, 
wenn man 1) von 2) sabtrahiert: 

<^ odT = <^ od,V, 

oder durch Subtraktion von 180<>: 

4) <^ QdP = <* Od,V; 

wenn man 1) und 3) addiert: 

^ qdF = <^qd,F, 
oder 

5) ^ UdF = -^ Nci.P; 

wenn man 5) von 4) subtrahiert: 

6) ^ QdM = ^ Oe^iN. 

Oder mit Worten: 

a). Haben verschiedene Paare von Kreisen den gleichen Potenz- 
kreis gleichartig, so werden die Kreise jedes Paars von irgend einem 
für den gleichen Potenzkreis potenzhaltenden Kreis unter gleichen 
Winkeln geschnitten. 

b). Haben zwei Paare von Kreisen denselben Potenzkreis gleich- 
artig, so ist der Winkel, anter welchem ein Kreis des einen Paars 
einen Kreis des andern Paars schneidet, gleich dem Winkel, unter 
welchem die anderen Kreise jedes Paars einander schneiden. 

Anmerkung 60. Wenn zwei Kreise einander unter einem Winkel von 1800 schneiden, 
so berühren sie einander, daher folgt aus Anmerkung 59 der weitere Satz als 
Spezialfall: 

Haben zwei Paare von Kreisen den gleichen Potenzkreis gleich- 
artig und zwei derselben, welche nicht ein Paar bilden, berühren 
einander, so berühren auch die andern beiden Kreise einander (z. B. 
die Paare M, N und X, Y). 

Anmerkung 61. Von Wichtigkeit ist auch die Umkehrung des ersten Satzes von 
Anmerkung 59, welche lautet: 

Schneidet ein Kreis zwei andere unter gleichen Winkeln, so ist er 
potenzhaltend in Bezug auf einen ihrer Aehnlichkeitspunkte. Denn 
nach Voraussetzung ist Vd = Vd^, <^ P(iQ = <^ Pci^O, also ist das Dreieck 
Vddi gleichschenklig, daher <^Fdd^^='^l?d^d, daher auch <^(i,dd^ r= <^ Qe^^e?, 
oder '^odd^ =:<):od^d; somit ist o Mittelpunkt eines Kreises, der die Kreise 
Q und in d^ und d berührt, folglich geht d^d durch A und die Punkte d^ und d 
sind potenzhaltend. 

Anmerknng 62. Artet einer der beiden Kreise in eine Gerade aus, so liegt der 
Aehnlichkeitspunkt nach der Antwort a) zu Frage 29 im Endpunkt des zur 
Geraden senkrechten Durchmessers. Die Potenz des Endpunktes A (Fig. 168) in 
Bezug auf die Gerade ist das Quadrat irgend einer von A nach der Geraden ge- 
zogenen Strecke. Schneidet also z. B. eine durch A gezogene Gerade den Kreis G 
in aS die Gerade ggy, welche mit Kreis G den Kreis A zum Potenzpunkt hat, in a\, 
so ist Aa'.Aa't = q\ 

Ebenso ist für einen anderen Kreis H und die zugehörige Gerade hhi : A6'i . A6'= q\ 
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Schneidet die Gerade hhi den Potenzkreis in i nnd i^, so geht auch der Kreis H 
durch diese Punkte. Aus Anmerkung 59 folgt, dass, wenn zwei Geraden ggi 
und hhi mit zwei Kreisen G und H denselben Punkt A zum Aehnlicb- 
keitspunkt und in Bezug auf ihn dieselbe Potenz haben, der Winkel 
zwischen den Geraden (<jCa'o&0 gleich dem Winkel ist, unter welchem 
die Kreise einander schneiden. 

Sind insbesondere die Geraden (gg^ und kk^) einander parallel, so berühren 
die zugehörigen Kreise (G und K) einander im Aehnlichkeitspunkt. 



Aufgabe 154. Einen Kreis zu zeich- 
nen, für welchen in Verbindung mit Gegeben: Kreis um ü, Kreis um A. 

einem gegebenen Kreis ein zweiter ge- Gesucht: Kreis um ü,. 
gebener Kreis Potenzkreis ist. * 

Forderung: Kreis uin A soll äusserer 

Potenzkreis der Kreise um U und ü^ 

werden. 

Analysis. Liegt Kreis U so, dass er den 
Potenzkreis schneidet (also wie Kreis Y in 
Fig. 168), so muss auch Kreis Y^ durch 
die Schnittpunkte l und {| gehen. Zieht 
man AI, so schneidet dieselbe Kreis Y zum 
zweitenmale in Z', und die Punkte V und l 
KrkL 149. Die zugehörige Figur ist in Fig. ßind homologe Punkte der Kreise V und Y, 
168 enthalten. » » » ° fQr den Aehnlichkeitspunkt A; dadurch ist 

die Richtung von lY^ bestimmt. Schneidet 
nun Kreis V den Kreis U in m, so ist der 
zweite Schnittpunkt n der Am mit Kreis U 
homolog zum Schnittpunkt n' der Am mit 
Kreis Yi und zwar für die Kreise U und 
U^, denn m und n" sind nach Anmerkung 51 
potenzhaltende Punkte. 

Eonfitruktion. Wenn Kreis ü den Po- 
tenzkreis A nicht schneidet, zeichne einen 
beliebigen Kreis V, dessen Mittelpunkt anf 
AU liegt und welcher den Potenzkreis in l 
und li, den Kreis U in m und m^ schneidet. 
Ziehe A2, welche Kreis V zum zweitenmale 
in l* schneidet, und Am, welche Kreis U 
zum zweitenmale in n schneidet. Ziehe \t 
und parallel dazu lY^, Beschreibe um Y, 
einen Kreis mit \^l, welcher Am in W 
schneidet. 

Ziehe Un und die Parallele dazu durch n', 
welche AU in Ui trifft. Beschreibe um Ui 
mit Uin einen Kreis, dieser ist der gesuchte. 

Beweis folgt aus der Analysis. 

Anmerkung 63. Ist statt des Kreises U die Gerade kki gegeben, so fälle von A 
auf kk^ das Lot Ak, lege von k an den Potenzkreis die Tangente ä:^ falle von t 
auf Ak das Lot ^B, und beschreibe über dem Durchmesser AB einen Kreis, so 
ist dieser der gesuchte. Denn da Atk ein rechtwinkliges Dreieck mit der Höhe 
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^B ist, so ist nach dem Eatbetensatz A^^=:AB.Aä;. Die letztere Grösse ist aber 
die gemeinschaftliche Potenz des Aehiüichkeitspnnkts A fQr die Gerade hh^ und 
den Kreis E. 

Ist umgekehrt der durch den Aehnlichkeitspunkt A gehende Kreis K gegeben, 
so errichte auf dem Durchmesser AKB im andern Endpunkt B die Senkrechte, 
welche den Potenzkreis in t schneidet und lege in ^ an den Potenzkreis die Tan- 
gente, welche AK in A; schneidet. Die Senkrechte zu AA; durch h ist die gesuchte 
Gerade. 

Anmerlrang 64. Die Aufgabe 154 und die in den vorhergehenden Anmerkungen ent- 
wickelten Sätze haben gezeigt, dass bei gegebenem Potenzkreis, wenn dabei noch 
bekannt ist, ob derselbe ein äusserer oder innerer sein soll, jedem Punkt ausserhalb 
des Potenzkreises ein bestimmter Punkt innerhalb entspricht, welcher zu dem ersten 
in Bezug auf den Potenzkreis redprok ist. 

Daher entspricht jeder Figur auf der Innen- oder Aussenseite des Potenzkreises 
eine zweite auf der Aussen- oder Innenseite. Die Eigenschaften des Potenzkreises 
bieten somit ein Mittel, um aus einer Figur eine andere abzuleiten. Diese Ab- 
leitung nennt man Transformation nach dem Primdp der reciproken Sadien; 
von zwei in der genannten Weise zusammenhängenden Figuren sagt man, die eine 
sei die Transformation der andern. Den gegebenen Potenzkreis nennt man 
Transformationskreis, seinen Mittelpunkt Transformationszentrum, das 
Quadrat seines Halbmessers ist die Transformationspotenz, jede durch das 
Transformationszentrum gehende Gerade heisst Transformationsstrahl. 



Frage 38. Welche Gesetze gelten 
bei der Transformation nach dem Antwort, a). Bei der Transformation 
Prinzip der reciproken Badien für nach dem Prinzip der reciproken Badien 
Punkte, Geraden und Kreise? entspricht jedem Punkt wieder ein Punkt, 

welcher mit dem ersten auf einem Trans- 
formationsstrahl liegt und zu demselben 

ErkL 160. Beweis folgt direkt aus der Defi- ^^ ß^zug auf den Transformationskreis 
nition, siehe Anmerkung 64. reciprok ist. 

b). Die transformierte Figur eines 
Kreises ist im Allgemeinen wieder ein 
Kreis; beide Kreise haben ihre Mittel- 
punkte auf einem Transformationsstrahl, 
Xrkl. 151. Zum Beweis siehe Anmerkung 56. das Transformationszentrum zum Aehn- 
Als Beispiele siehe in Fig. 168 die Kreis- lichkeitspunkt und den Transformations- 
paare 0, Q; M, N; X, Y; ü, ü^; V, v^. kreis zum Potenzkreis. Schneidet also 

ein Kreis den Transformationskreis, so 
geht der transformierte Kreis durch die 
Schnittpunkte, berührt ^in Kreis den 
Transformationskreis, so berührt ihn 
auch der andere in demselben Punkt. 

c). Ein Kreis, welcher den Trans- 
Srkl. 152. Als Beispiele dienen in Fig. 168 formationskreis zum Orthogonalkreis hat, 
die Kreise: P, Z; zum Beweis siehe Anmerk. 51. transformiert sich in sich selbst. 

d). Die Transformation einer Geraden 

ist ein Kreis, der durch das Transfor- 

Srkl. 153. Als Beispiele dienen in Fig. 168: mationszentrum geht, sein Mittelpunkt 

gg^ und G, ä:ä:i und K ÄÄ, und H. Zum Be- jigg^ ^uf der Senkrechten vom Trans- 

weis siehe Anmerkung 62 und 63. r^- x i?j*i^j j 

^ formationszentrum auf die Gerade und 



290 ^&s Apollonische Berührungsproblem. 

umgekehrt: jeder Kreis, welcher durch 
das TransformatioDSzentrum geht, trans- 
formiert sich in eine Gerade. Dagegen 
transformiert sich jeder Transformations- 
strahl in sich selbst. 

Erkl. 154. Da für zwei entsprechende Punkte v ^ ,« - ^ i. 

a und Gl die Gleichung gilt: Aa.Aa^ = ^» e). Dem Transformationszentrum selbst 
(siehe die Anmerk. 48, 49, 56), so wird entspricht eine unendlich ferne Gerade. 

fttr Aa = der Wert von Aa^ = oo, 

„ Aa = 00 „ „ „ Aa^ = 0, f). Die Punkte des Transformations- 

„ Aa = Q „ „ „ Aa^ = ^, kreises entsprechen sich selbst. 

womit die Antworten e) und f) bewiesen sind. 

g). Die Transformationen zweier Kreise 

Erkl. 166. Beispiele: die Kreispaare 0, M (oder Geraden) schneiden einander unter 
und Q, K in Fig. 168. demselben Winkel, wie die Kreise (oder 

Beweis siehe Anmerkung 59. Geraden) selbst; die Schnittpunkte ent- 

sprechen einander. 
« ^, -e« T. . . , :.. rr . *r ^' Berühren insbesondere zwei Kreise 

nnd '^Y fnFif ir ' ^'"^^^^ ^' ^ einander, so berühren auch ihre Trans- 
Beweis siehe Anmerkung 60. formationen emander m entsprechenden 

Punkten. 

h). Jeder Kreis, welcher durch einen 

Punkt und seine Transformation geht, 

Erkl. 157. Beispiele in Fig. 168: die Kreise oder welcher einen Kreis und seine 

^ ^"^d Z. Transformation berührt oder rechtwinklig 

Beweis siehe Anmerkung 51. schneidet oder unter gleichen Winkeln 

schneidet, hat den Transformationskreis 
zum Orthogonalkreis und transformiert 
sich daher in sich selbst. 

ErkL 168. Der Beweis von Antwort i) folgt i). Die Transformation eines Potenz- 
daraus, dass nach Anmerkung 51 der Potenz- kreises zweier Kreise ist Potenzkreis der 

kreis Orthogonalkreis zu jedem Kreis ist, wel- Transformfltionpn Hipspf KrpisP 
eher die zwei gegebenen Kreise gleichwinklig iransioimationen aieser kreise. 

schneidet, denn ein solcher ist nach Anmer- 
kung 61 potenzhaltend; die Transformationen 
dieser Kreise schneiden aber nach Autwort g) 
die Transformationen der gegebenen Kreise 
wieder gleichwinklig, sind also potenzhaltende 
Kreise des transformierten Systems. Diese 
potenzhaltenden Kreise haben nach Antwort g) 
die Transformation des Potenzkreises zum Or- 
thogonalkreis, also ist letzterer Potenzkreis des 
transformierten Systems. 

. ?'^- l^?- ?«^ ^ö!:?^ ,^®8 Satzes k) ergibt k). Wählt man das Transformations- 

^S ZJä^iT^eTTero'Zi l^l Zentrum auf dem Transformationskrei. 

Transformationszentrum, so geht der Potenz- SO transformiert Sich jedes Paar ent- 

kreis in eine Gerade, nämlich die Potenzlinie Sprechender Kreise ZU einem Paar gleicher 

der transformierten Kreise über. Nach Satz i) Kreise und umgekehrt : Der Ort für alle 

fnrÄan^'^^'ro^i^"' no^«*'"'''^''"« ^'*°'' ^^«^16, wclche, als TransformatioBSzen- 

formierten Kreise. Da nun der Halbmesser , .-uü. • -n r^ * 

dieses Potenzkreises unendlich gross ist, so ^^^^ gewählt, em Paar von Kreisen zu 

liegt der Aehnlichkeitspunkt der transformier- gleichen Kreisen transformieren, ist ein 

ten Kreise in unendlicher Entfernung, oder die Potenzkreis des Kreispaars. 
Kreise sind einander gleich. 
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Erkl. 160. Beweis des Satzes 1): 

Wenn die zwei Kreise einander nicht schnei- 
den, so gehen alle Kreise, welche dieselben 
rechtwinklig schneiden, durch zwei feste Punkte 
(siehe Erkl. 75). Wenn dagegen die gege- 
benen Kreise einander schneiden, so gehen alle 
Kreise, welche sie gleichzeitig halbieren oder den 
einen rechtwinklig schneiden und den andern 
halbieren, durch zwei feste Punkte (Erkl. 78 u. 84). 
Wählt man nun einen dieser Punkte als Trans- 
formationszentrum, so transformieren sich alle 
jene Kreise, zu welchen die gegebenen Ortho- 
gonalkreise sind, in Geraden, welche durch die 
Transformation des andern jener beiden Punkte 
gehen. Die Transformationen der gegebenen 
Kreise bleiben aber nach Antwort h) Orthogo- 
nalkreise dieser Geraden, die letzteren müssen 
daher Durchmesser der transformierten Kreise 
sein, und der Schnittpunkt aller der Geraden wird 
gemeinsamer Mittelpunkt der transformierten 
Kreise. 



1). In der Ebene zweier gegebenen 
Kreise gibt es zwei Puntte, von welchen 
als Transformationszentren aus die ge- 
gebenen Kreise zu konzentrischen Kreisen 
transformiert werden. 



Anmerkung 65. Die Uebertragung mittelst des Prinzips der reciproken Hadien eignet 
sich vorzüglich dazu, um aus einfachen Sätzen über Geraden und Kreise kompli- 
ziertere abzuleiten. Folgendes Beispiel zeigt 
dies: 

In Fig. 169 berühren verschiedene Kreise 



Figur 169. 



Xi, Xj, Xj, x^ 



dieselben Geraden G 



und Gl, d. h. also: die Kreise haben, belie- 
big zu Paaren verbunden, denselben Aehn- 
lichkeitspunkt A. Zieht man durch diesen 
(äusseren oder inneren) Aehnlichkeitspunkt 
einen beliebigen Aehnlichkeitsstrahl L, so 



sind die Halbmesser XtP^ X,?, 



nach 



den homologen Schnittpunkten sämtlich pa- 
rallel, also schneidet der Aehnlichkeitsstrahl 
alle die Kreise unter gleichen Winkeln 

<*APiXt = -^APjX^ = <AP3X3 

Transformiert man nun auf ein beliebiges 
Zentrum, so werden G, Gi, L zu Kreisen, 
welche sowohl durch das Transformations- 
zentrum, als durch den dem Punkt A ent- 
sprechenden Punkt hindurchgehen. Jeder 
beliebige Aehnlichkeitsstrahl wird also zu 
einem durch die Schnittpunkte derjenigen 
zwei Kreise hindurchgehenden Kreis , in 
welche G und Gi sich transformieren. Die 
Kreise Xi, Xj, X3 . . . werden zu Kreisen, 
welche die Transformationen von G und G^ 
gleichartig berühren. Man erhält daher 
den Satz: 

Jeder Kreis, der durch die Schnittpunkte zweier gegebenen Kreise 
hindurchgeht, schneidet sämtliche Kreise unter gleichen Winkeln, 
welche die gegebenen gleichartig berühren (also auch die gemeinsamen 
Tangenten als Berührungskreise von unendlich grossem Halbmesser). 

Anmerkung 66. Die Yerbindangsgerade G der Berührungspunkte A und B zweier 
Tangenten AT und BTj eines Kreises bildet bekanntlich mit diesen Tangenten 
gleiche Winkel TAB und TiBA. 
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Transformiert man die Figur 170 auf ein beliebiges Zentrum, so werden G, 
T, Tt Kreise, welche durch das Transformationszentrum gehen und man erhält 
den Satz: 

Wird ein Kreis von zwei anderen 
Kreisen T und Tt in A und B berührt, so 
werden die letzteren von einem Kreise G 
unter gleichen Winkeln geschnitten, wel- 
cher durchdieBerührungspunkte und einen 
Schnittpunkt der Kreise T und Ti geht 

Da Kreis G mit den Kreisen T und Ti gleiche 
Winkel bildet, so schneidet er auch die Tangen- 
ten an Kreis in A und B unter gleichen Win- 
keln und man kommt zu dem elementaren Satz: 

Jeder Kreis, welcher durch die Berüh- 
rungspunkte zweier Tangenten eines ge- 
gebenen Kreises geht, schneidet dieselben 
unter gleichen Winkeln. 




Aufgabe 155. In das Innere eines 
Dreiecks drei solche Kreise hineinzulegen, 
dass jeder derselben die beiden andern 
und zwei Dreieckseiten gleichzeitig be- 
rührt. 

Figur 171. 

A 




Gegeben: Ein Dreieck ABC. 
Gesucht: Drei Kreise um a, 6, c. 

Konstruktion von Steiner. 

1). „Man halbiere die Winkel des ge- 
gebenen Dreiecks (Fig. 171) durch AM, 
BM, CM; diese drei Geraden treffen ein- 
ander bekanntlich (siehe Kleyer-Saehs, 
Lehrbuch der Planimetrie) in einem und 
demselben Punkte M (dem Mittelpunkt 
des Inkreises)." 

2). „In das Dreieck AMB beschreibe 
man den Kreis c^ , welcher die Seite AB 
in dem Punkte Cj berührt, und in das 
Dreieck BMC beschreibe man den 
Kreis aj ". 

3). „Aus dem Punkte C^ lege man 
an den Kreis a^ die Tangente CiA, 
und beschreibe" 

4). „ in das Dreieck C^ A^ B den Kreis i, 
so ist dieser einer der verlangten drei 
Kreise. " 

„Die beiden übrigen gesuchten Kreise 
a, c werden auf ganz ähnliche Weise ge- 
funden. Nämlich die genannte Tangente 
Ci A, B, berührt nicht allein den Kreis a^, 
sondern zugleich auch den in das Drei- 
eck AMC beschriebenen Kreis 6i, so da^ 
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eigenen Lösung (in analoger Form, wie die bezflglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
aberlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern f&r den Schulunterricht benutzt 
werden können. — Die Ldsnngen hierzu werden später in besonderen Heften fQr die Hand dei 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsreneieh« 
niS) Berichtigungen und erläuternde Erklärungen über das betrefTende Kapitel zur Ausgabe 

Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwisseD- 
Bchaftlichen ünterrichtsplanes folgender Schulen: Bealsohnlen I. nnd IL (M., gleich- 
berechtigten höheren Bfirgerschnlen, Priratschnlen) Gymnasien, Bealgymnaslen, Pro- 
gjmnaslen, Schnllehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Bangewerkscbnlen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Torbereltnngsschnlen aUer Arten, gewerbliche 
Fortblldnngsschnlen, Akademien, üniTersitäten , Land- nnd Forstwissenschaftosebnlen, 
Mllltärschnlen, Torbereltnngs- Anstalten aller Arten als z. 6. für das Eii^ährlg-Frei- 
willige- nnd Offlziers-Examen, etc. 

Die Schaler, Studierenden nnd Kandidaten der mathematischen, technischen und 
aaturwissenschaftlichen Fächer, werden durch diese, Schritt für Schritt gelöste, Anfgaben- 
lammlung Immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum nnfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prflfnngen zu lösen haben, zugleich aber auch 
die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften yorgefohrt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräftige Stütze fflr den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen TellOs der mathematischen 
Disziplinen — zum Auflösen ron Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
flbrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu rerwerten. Lnst, Liebe 
und Yerständnis für den Schnl-Ünterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenienren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Mllitän 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht yergessenen 
mathematischeD Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen BemflB" 
zweigen rorkonimenden Anwendungen einem toten Kapitale lebendige Kraft verleihen nnd 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Terwertnngen nnd weiteren Forschnngen geben. 

Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Anf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet. — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Yerfssser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M. Fischerfeldstrasse 16, entgegen nnd wird deren Erledignng 
thnnlichst berücksichtigt. 

Stattgart. Die Yerlagshandlmig. 
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Erkl. 161. Die vorliegende Aufgabe wurde 
Yon Malfatti (geb. 1781 in Ala bei Trient, Pro- 
fessor der Mathematik an der UniverBität in 
Ferrara, f 1^07 in Ferrara) im Jahre 1803 auf- 
gestellt und durch Rechnung gelöst. 

Weitere Auflösungen mit Hilfe von algebrai- 
schen und trigonometrischen Rechnungen gaben 
Gergonne, Tidenat^ Bidone^ Lehmus, Crelle, Grru- 
nert, Schellhachy Adams u. a. (siehe Wütsteiny 
Geschichte des Malfattischen Problems, 1871). 

Die erste rein geometrische Lösang gab 
Steiner im Jahre 1827 {Crdle^ Journal für 
Mathem., 1. Bd.), jedoch ohne Beweis. 



Steiners Konstruktion ist neben- 
stehend wörtlich enthalten. 

Steiner hat die Malfattische Aufgabe noch 
verallgemeinert und, ebenfalls ohne Beweis, die 
Lösung der Aufgabe angegeben: „An drei ge- 
gebene Kreise drei Berührungskreise 
zu zeichnen, von denen jeder zwei der 
gegebenen und zweider gesuchten Kreise 
berührt'' (siehe Aufgabe 156). Steiner bemerkt, 
dass die von ihm gegebene Auflösung auf den 
von ihm zuerst entwickelten Sätzen über potenz- 
haltende Punkte beruhen. 

Elementare Beweise der Steinerschen Kon- 
struktion sind von Binder (Das Malfattische 
Problem, Tübingen 1868), Affolter (Math. An- 
nalen von C, Neumann , Bd. VI), Andrew S, 
Hart (Quarterly Journal of mathematics, vol. I), 
Mendthal {Hoppes Archiv der Mathem., Bd. 55) 
&Dgog^l)6n, jedoch ohne Benützung der von 
Steiner angegebenen Sätze. 

Der erste, welcher im Sinne Steiners die Auf- 
gabe löste und die Steinersche Konstruktion be- 
wies, war H. Schröter {Borchardtj Journal für 
Mathematik, Bd. 77). Dasselbe leistete für die 
Steinersche Erweiterung des Problems TT. Godt 
{Borchardt, Journal, Bd. 84). 



also der in das Dreieck C^ B, A beschrie- 
bene Kreis a ebenfalls einer der ge- 
suchten drei Kreise ist. Auf gleiche 
Weise kann femer aus dem Punkte B, , 
in welchem der Kreis fe^ die Seite AC 
berührt, eine Gerade gezogen werden, 
welche nicht allein die beiden Kreise a^ 
und c^ , sondern auch die beiden gesuch- 
ten Kreise a und c berührt; und ebenso 
geht eine Gerade durch den Punkt A^, 
in welchem der Kreis a^ die Seite BC 
berührt, welche jeden der vier Kreise 
&!, Cj, 6, c berührt." 

„Da die beiden Kreise a und 6 ein- 
ander berühren, und jeder derselben die 
Gerade C^ A^ B, berührt , so ist leicht 
zu sehen, dass sie dieselbe in einem 
und demselben Punkte berühren. Ebenso 
berühren die beiden Kreise a und c die 
durch den Punkt B^ gehende genannte 
Gerade in einem und demselben Punkt; 
und gleichermassen berühren die beiden 
Kreise 6 und c die durch den Punkt A^ 
gehende genannte Gerade in einem und 
demselben Punkt. Daher treffen die drei 
genannten geraden Linien, welche durch 
die Punkte C^, Bj, Ai gehen, in einem 
und demselben Punkte zusammen. ** 



Beweis. Der Beweis für die oben- 
stehende Konstruktion nach Schröter ist 
in den Anmerkungen 67 bis 72 ent- 
halten. 



Crftnz, Apollon. Serahrnngsprohlem. 



13 
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Anmerkung 67. In Fig. 172 berühren die drei Kreise a, h, c einander von aussen: 
a und b in fi a und c in ß, h and c in a, die Berahmngssehne aß schneidet zum 
z weitenmale Kreis a in c^, Kreis & in /3; dann sind nach Anmerkung 51 die Punkte- 
paare a, ß und ic', ß* potenzhaltend, af, a und A ß* homolog fttr den äusseren 
Aehnlichkeitspunkt von a und h, also aß \\ bß% ba || aet' und die Halbmesser ao' 
und bß' schneiden einander im Mittelpunkt cf eines Kreises, der a in a', h in ß* 
berührt. Daher ist das Viereck acb& ein Parallelogramm, also b& = ac =^ 
aß + cA folglich der Halbmesser von c\ nämlich c'/5' = c'ft -h bß' z=z aß + cß + 
b a, d. h. gleich der Summe der Halbmesser der drei Kreise a, &, c. 

Figur 172. 



..■ia, 




Ebenso folgt aus der Sehne «r» welche Kreis a in a'*, Kreis in r" schneidet, 
ein Kreis b\ der die Kreise a und c in a" und y" berührt, und aus der Sehne fi 7f 
welche Kreis b in ß"% Kreis c in y'" schneidet, ein Kreis c', der die Kreise b 
und c in /$''' und y*'' berührt. Diese drei Kreise haben gleichen Halbmesser, näm- 
lich die Summe der Halbmesser von a, b, c, 

(Da <^ Y''ßc = <^ aßy als Scheitelwinkel, ebenso <^ y"ac = ^ bay^ so sind 
die gleichschenkligen Dreiecke ycß und ßay, ebenso y"ca und aby ähnlich, also 

<^ rcß = ^ /»ar, ^ /'ca = <^ «6y, 
folglich: 

<^ rcß + ^ /Je« 4- «C7" = <^ cafc + -^ a6c -f <^ bca = 180o, 

daher ist /V Durchmesser von Kreis c, ebenso a'af' Durchmesser von Kreis a, 
ß'ß''* Durchmesser von Kreis b,) 

Man erhält so folgenden elementaren Satz: 

Wenn sich drei Kreise a, b, c paarweise von aussen berühren, a und b 
in 7, b und c in a, c und a in /3, und man zieht die Sekanten a/3, «y, ^r, 
welchen den Kreisen ausserdem in den Pnnktepaareu a'ß*; a"/'» ß"*!^" 
begegnen, so gibt es drei neue Kreise a^ b\ c', welche die gegebenen 
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in den drei letzteren Punktepaaren berühren. Diese drei neueu 
Kreise sind gleich gross und haben zum Radius die Summe der ge- 
gebenen Halbmesser. 



Anmerkung 68. Den in Anmerkung 67 erhaltenen Satz kann man durch Transfor- 
mation nach dem Prinzip der reciproken Radien verallgemeinern. Dann gehen 
die drei gegebenen Kreise wieder in drei einander berührende über, die Sekanten 
in Kreise, welche durch das Transformationszentrum gehen. Da nun die Kreise 
a\ b\ & gleich gross sind, so ist ihr äusserer Potenzkreis die Potenzlinie. Diese 
geht wieder in einen durch das Transformationszentram gehenden Kreis über, 
welcher äusserer Potenzkreis der transformierten Kreise ist. Man erhält daher: 

„Wenn drei Kreise a, &, c einander von aussen berühren, a und & 
& und c in a, c und a in fy und man legt durch a und P irgend 



uuu 1/ gioxuuairii($ uoruuri«, es i$iiit icxucx ciucu jxioio i/|^, nciuuvi. uic; 

Kreise a und c in af* und r" gleichartig berührt; der äussere Potenz- 
kreis y^ der Kreise &(*und c^ geht dann notwendig durch den Schnitt- 
punkt :r der beiden durch a, /3, a\fif und a, 7, a'', -f* gelegten Kreise ^2 und ^3. 

Dieser Satz lässt sich auch so aussprechen: 

Figur 173. 




. Wenn drei Kreise a, &, c einander von aussen, a und ^ in y, ^ und 
in a, c und a in /9, berühren, und man legt irgend einen Kreis e^ gleich- 
artig berührend in den Punkten a* und P* an a und 5, irgend einen 
Kreis h^ an a und gleichartig berührend in ü^' und 7", so liegen so- 
wohl die vier Punkte «, A «', /J' als auch die vier Punkte «, y, o", /' auf 
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je in einem Kreise. Diese beiden Kreise haben ausser a noch einen 
zweiten Schnittpunkt x, welcher auf dem äusseren Potenzkreis von b^ 
und Ci liegt (siehe Fig. 173). 

Anmerkang 69. Den in Anmerkung 68 gewonnenen Satz kann man durch neue 
Transformation so umwandeln, dass die Kreise b^ und Ci gerade Linien werden, 
wenn man nämlich das neue Transformationszentrum in einen Schnittpunkt der 
Ej*eise b^ und c^ verlegt Der Potenzkreis von b^ und c^, welcher durch die 
Schnittpunkte von b^ und c^ geht (siehe Anmerkung 51), wird dann ebenfalls zu 
einer Geraden, nämlich nach Antwort b) zu Frage 29 Halbierungsgerade des Winkels 
zwischen b^ und c^. Die transformierten Kreise b^ und C| selbst werden die 
äusseren gemeinsamen Tangenten an die Kreispaare a, c und a, b. Man erhält 
daher den Satz (Fig. 174); 

Figur 174. 




Wenn drei Kreise a, b, c einander paarweise von aussen berühren, 
a und b in 7> b und c in a, c und a in ß, und man zieht an die Kreise 
a und b eine äussere gemeinsame Tangente mit den Berührungs- 
punkten af und ß'j an a und c eine äussere gemeinsame Tangente mit 
den Berührungspunkten «" und 7", so liegen die vier Punkte a, ß, a' fi' 
auf einem Kreise ^„ die vier Punkte a, y, a", -f* auf einem Kreise g^. 
Diese beiden Kreise schneiden einander ausser in « noch in einem 
Punkte X auf der Halbierungsgeraden des Winkels zwischen den ge- 
meinsamen Tangenten. 



Amnerkting 70. Die Figur 174 werde noch durch die äussere gemeinsame Tangente 
p^**'f" an die Kreise b und c vervollständigt, und zwar sollen die drei Tangenten 
so gezogen sein, dass jede alle drei Kreise a, &, c auf einer Seite hat, also letztere 
in dem von den Tangenten gebildeten Dreieck ABC eingeschlossen sind (siehe 
Fig. 175). Es werde noch der Kreis g^ durch die Punkte A y, /J'", /" gelegt. 
Femer werde durch die Punkte «; ß, y ein Kreis gelegt. Sein Mittelpunkt P ist 
Potenzpunkt der drei Kreise a, &, c und Inkreismittelpunkt des Dreiecks abc\ 
denn da die Dreiecke aßy, bya, caß gleichschenklig sind, so sind die Mittellote 
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von aß, ßy, ya, durch welche man den Kreis P findet, Winkelhalbierende des Drei- 
ecks abc, der Kreis P Inkreis des Dreiecks, die Halbmesser "Pa, Pß, Py stehen 
senkrecht auf den Seiten des Dreiecks, sind also gemeinsame Tangenten von je 
zweien der drei Kreise, also hat P gleiche Potenz ftlr jeden Kreis und ist Ortho- 
gonalkreis der drei Kreise. Ausserdem werde um A ein Kreis mit dem Halb- 
messer Aa' = Aa'' beschrieben, so wird derselbe von Kreis a in a* nnd.a'' recht- 
winklig geschnitten, da A«' = Aee" Tangenten an Kreis a sind. 

Figur 175. 




Somit schneidet Kreis a die beiden Kreise A und P rechtwinklig und ist daher 
potenzhaltend fflr ihren inneren Aehnlichkeitspunkt, und die Punktepaare cfß und 
a''y sind ftlr diesen Punkt potenzhaltende Punkte. Man erhält also den inneren 
Aehnlichkeitspunkt i der Kreise A und P als Schnittpunkt der Geraden afß mit ix"y. 
Diese Geraden sind aber die Schnittsekanten der beiden Kreise ^3 und ^2 ^^ 
Kreis a, es muss daher die dritte Schnittsekante xa Yon Kreis p, ^^^ 9z eben- 
falls durch i gehen, weil i der Potenzpunkt für diese Kreise ist. 

Die gemeinsame Potenz von i in Bezug auf die drei Kreise ist 

ia' . iß = ia'' . iy = ta . ix. 

Daraus folgt, dass auch die Punkte a und x potenzhaltende Punkte in Bezug 
auf i sind, d. h. dass x auf Kreis A liegt, weil a auf Kreis P liegt; Kreis A geht 
somit durch x. 

Aus der Eigenschaft von a und x als potenzhaltender Punkte von A und P fflr 
den inneren Aehnlichkeitspunkt folgt, dass sich durch diese Punkte ein Kreis legen 
lässt, welcher daselbst die Kreise A und P ungleichartig bertlhrt, sein Mittelpunkt 
Oo ist der gemeinsame Schnittpunkt der Halbmesser Ax und «P und des Mittellots 
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von ax, welches zugleich die Zentrale der beiden Kreise g^ und ^3 ist, die ein- 
ander in X und a schneiden. Somit bilden die Gerade a^axA und ooPa 
gleiche Winkel mit der Zentrale von ^2 ^°^ 9r 



Anmerkimg 71. Man denke sich (Fig. 176) Kreise beschrieben, welche mit den 
erstgezeichneten Kreisen g^j g^, g^ konzentrisch sind und die Seiten des Dreiecks 
ABC berühren, BO in Ap AC in B,, AB in C^. Sie mögen mit a\, b\, c*^ be- 
zeichnet werden und ihre Mittelpunkte mit a^ ^u ^i« 

Figur 176. 




Nach Anmerkung 66 schneidet Kreis ^3 die Tangenten ß'a^ und aP des Kreises 
&, ebenso die Tangenten a'y und ßV des Kreises a unter gleichen Winkeln, da- 
her hat C| von affi*^ aP, /^P gleichen Abstand, und der konzentrische Kreis (f^ 
berührt «'/j', «P, /5P. 

Gleichennassen ist zu beweisen, dass Kreis a\ die Geraden fi"*y"\ /'P, rP und 
Kreis l\ die Geraden «"/', aP, yP berührt. 

In Anmerkung 70 wurde aber bewiesen, dass aP und Aa gegen c^hy gleiche 
Winkel bilden und sich auf ihr schneiden, daher muss Kreis c^^ wenn er aP be- 
rührt, auch die Halbierungsgerade Aa des Winkels A berühren. 

Ein Gleiches findet statt mit den Halbierungsgeraden der übrigen Dreiecks- 
winkel, d. h.: 

der konzentrische Kreis a\ berührt die Halbierungsgeraden der Winkel B und G, 
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Die drei Halbierungsgeraden schneiden nach einem elementaren Satz (siehe Kleyer- 
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SachSf Lehrb. der Planimetrie) einander in einem Punkt M, somit sind die kon- 
zentrischen Kreise a'^, b\, &x 0^ d®r Ä^etnarschen Konstruktion mit a^^ ft^, q 
bezeichnet) die Inkreise der Dreiecke BMC, OMA, AMB. 

Anmerkung 72. Da in Anmerkung 71 gezeigt wurde, wie man die Kreise a\, h\, c\ 
bezw. die Mittelpunkte der Kreise ^i, g^, g^ erhält, oder nachdem die Richtigkeit 
der /S^^einerschen Konstruktion dieser Kreise bewiesen wurde, bleibt noch die Her- 
leitung der Kreise a, &, c aus jenen übrig. 

Es sei Ai der Schnittpunkt von Pa mit BG, so müssen die Strecken A^ a und 
A^^y\ ebenso A^a und K^f" einander gleich sein als Tangenten derselben 
Kreise, somit ist Ai Mitte von p'"y'" oder Fusspunkt des Lots von a^ auf /5'"/" 
(siehe Erkl. 15) oder Berührungspunkt des konzentrischen Kreises a\ mit BC. 

Ebenso geht Vß durch den Berührungspunkt B^ des konzentrischen Kreises um 
h^ mit AG, und Pr durch den Berührungspunkt C| des konzentrischen Kreises um 
c^ mit AB. 

Daher ist die /S^ainersche Konstruktion bewiesen. 

Sie beruht, wie man sieht, auf dem Satze, dass die gemeinschaftliche Tangente 
an zwei der gesuchten Kreise in ihrem Berührungspunkt zugleich gemeinschaft- 
* liehe innere Tangente an zwei der Kreise ist, die sich in die drei durch die 
Winkelhalbierenden des Dreiecks gebildeten Dreiecke einbeschreiben lassen, und 
zugleich durch den Berührungspunkt des dritten dieser Kreise mit der zugehörigen 
Seite geht. 

« 

Anmerkung 73. Man kann die Malfattw\x^ Aufgabe mit Hilfe des Prinzips der 
reciproken Radien verallgemeinem. Transformiert man nämlich Fig. 175 auf 
ein beliebiges Zentrum, so werden die geraden Linien AB, AG, BG Kreise. Die 
Halbierungsgeraden der Winkel A, B, G sind als Potenzlinien zwischen diesen 
Geraden anzusehen, bei der Transformation werden sie daher zu den Potenzkreisen 
zwischen je zweien der Kreise A, B, G. Diese Potenzkreise schneiden einander 
in einem Punkte, der Transformation des Punktes M. Da die Kreise a\^ h\^ (f^ 
in Fig. 176 die Seiten der Dreiecke ABM, AGM, BGM berühren, so muss auch 
jeder der transformierten Kreise a\, b^, c\ zwei der drei Potenzkreise und einen 
der Kreise a, &, c berühren, und zwar von letzteren denjenigen, welcher zu beiden 
berührten Potenzkreisen gehört Die Geraden Aj«P, Bi^P, GirP, welche zu- 
gleich gemeinsame Tangenten der gesuchten Kreise in ihren Berührungspunkten 
und innere Tangenten je zweier der Kreise a\, &',, c^^ sind, werden zu Kreisen, 
welche durch die Transformationen der Punkte hindurchgehen, in Vielehen die 
gegebenen Kreise von den transformierten Kreisen a\, b\, c\ berührt werden; 
ferner gehen dieselben durch den Schnittpunkt der drei Potenzkreise (den Potenzr^ 
punkt des Systems der Kreise a, &, e), sie berühren je zwei der Kreise a\, b\, c^ 
und zwar ungleichartig und werden von den gesuchten Kreisen berührt. 

Daraus ergibt sich folgende, von Steiner aufgestellte und gelöste, von Godt (1878) 
zuerst allgemein bewiesene Aufgabe. 



Aufgabe 156. {Steinersche Verall- 
gemeinerung der JfaZ/a^^ischen Aufgabe.) Gegeben: Kreis um Mj, Kreis um 
„Drei beliebige Kreise sind der Grösse M,, Kreis um M,. 

und Lage nach gegeben, man soll drei Gesucht: Kreis um X, Kreis um Y, 

andere Kreise beschreiben, die einander v-aic «m 7 • . 

- ..V 1 1 . j .1 üreis um jü, 

berühren, und von denen jeder zwei der 

gegebenen Kreise berührt, jedoch so, Forderung: Die Kreise um X, Y, Z 
dass auch jeder der gegebenen Kreise sollen einander in den Punkten 6i , 6^ , 63 
zwei von den zu suchenden Kreisen be- berühren. Kreis X soll die Kreise Mj 
rührt/ 1 und M3, Kreis Y die Kreise Mj undM^, 

Kreis Z die Kreise M^ und M, berühren. 
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Konstruktion. ^,1). Man suche die 
drei äusseren Aebnlichkeitspunkte A,, A,, 
Ai , welche zu den drei gegebenen Krei- 
sen M, , Mj, Mj paarweise genommen 



Figur 177. 




gehören, und konstruiere die zu diesen 
Aehnlichkeitspunkten gehörigen Potenz- 
kreise A,, Aj, A^, welche einander in 
einem bestimmten Punkt D schneiden 
werden. " 

„2). Hierauf beschreibe man die drei 
Kreise /i,, /i,, jw,, von denen der erste 
die drei Kreise M^, Aj, A,, der zweite 
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die drei Kreise M^, A,, A^, der dritte 
die drei Kreise M,, Aj, A^ berührt, 

„3). Femer beschreibe man einen 
Kreis, dessen Peripherie B^ b^ ß^^ durch 
den Berührungspunkt B, der Bereise M^ 
und fi^ geht, und welcher die Kreise iu^, 
/El, berührt, jedoch so, dass er den Kreis 
^3 , welcher von dem kleineren (M, ) der 
beiden Kreise M,, M, abhängig ist, ein- 
schliessend berührt." 

„ 4). So ist endlich derjenige Kreis Y, 
welchen man so beschreibt, dass er die 
Kreise M^ , M, und den Kreis (B^ 6^ ßi ) 
berührt, einer der gesuchten Kreise." 

„Die beiden übrigen gesuchten Kreise 
findet man auf ähnliche Weise. Z. B. 
der Kreis Z kann aus der vorstehenden 
Konstruktion unmittelbar gefunden wer- 
den, wenn man statt des Kreises Y einen 
Kreis Z beschreibt, welcher die Kreise 
Mj , M^ und den Kreis (Bj 6^ ft ) berührt. 
Es ist zu bemerken, dass die beiden 
Kreise Y und Z den Hilfskreis (Bj 64 ft ) 
in einem und demselben Punkte b^ be- 
rühren. " 

Beweis, siehe Anmerkung 75 bis 78. 

Anmerkung 74. Die in Anmerkmig 73 angegebene Transformation der Malfattischen 
Aufgabe ist kein allgemeiner Beweis für die Aufgabe 156, weil bei der Transfor- 
mation nach dem Prinzip der reeiproken Halbmesser die Transformationen der 
Seiten des Dreiecks sämtlich durch einen Punkt, das Transformationszentram, 
gehen müssen. Sie kann daher als Beweis der Aufgabe 165 nur fttr den Spezial- 
fall gelten, wo die drei gegebenen Kreise Mj, M„ M, durch einen und denselben 
Punkt hindurchgehen. Im Folgenden soll der Beweis allgemein geftlhrt werden. 

Anmerkung 75. Da in Fig. 172 l>iCi\\bc ist, und die Potenzlinie der Kreise b^^, c^ 
senkrecht auf b^c^^ die gemeinsame Tangente ain^ der Kreise b und c in ihrem 
Berührungspunkt a senkrecht auf bc steht, so ist «m^ parallel mit der Potenzlinie. 
Bei der Transformation der Figur wird aus atni ein Kreis, welcher die Kreise b 
und c in a berührt und ebenfalls durch das Transformationszentrum geht und (siehe 
Anmerkung 62) in letzterem den Potenzkreis von b^ und c^ berührt (siehe Fig. 173). 
Man erhält somit unter Veränderung der Buchstaben den Satz: Berühren 
drei Kreise X, Y, Z einander paarweise, X und Y in 9^, X und Z in ß, 
Y und Z in a und berühren je zwei dieser Kreise noch einen weiteren 
der drei Kreise M^, M,, M,, X und Y den Kreis M, in «"' und ß"", X 
und Z den Kreis M, in a" und y", Y und Z den Kreis Mi in ß' und y', 
und man legt durch die vier Berührungspunkte «i y, t^% /^ in welchen 
M, und Y von X und Z berührt werden, einen Kreis ^2« ebenso durch 
die vier Berührungspunkte «, A «"'1 ^" von M3 und Z mit X und Y den 
Kreis ^,, so schneiden die Kreise (/^ ^^^ ffz einander auf dem Potenz- 
kreis von M, und M,, und dieser wird im Schnittpunkt von einem 
Kreise tn^ berührt, welcher die Kreise Y und Z in ihrem Berührungs- 
punkt a berührt. 
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Amnerkimg 75. Es seien in Flg. 178 M^, M„ M, die gegebenen, X, Y, Z die ge- 
suchten Kreise, welche einander in den Punkten a, ß, y berühren. Man lege darch 
« und ß zwei beliebige Kreise 8^ nnd 5,, welche die Kreispaare X, Z und Y, Z in 
diesen Punkten berühren, und durch y einen dritten Kreis «,, der dort das Kreis- 
paar X, Y berührt und durch den Schnittpunkt E yon 8^ und 8^ geht, konstruiere 
femer die Kreise .uj, /i*2» f^i so, dass ^^ die Kreise Mi, «2> ^z\ fh ^^® Kreise M^, 
^1, ^3; f^z ^iö Kreise M3, s^, s^ berührt, so geht «i durch den Berührungs- 
punkt Ai von Ml und /ip 5, durch den Berührungspunkt Bj von M, und 
^21 8^ durch den Berührungspunkt C^ von M3 und ^3. 

Figur 178. 




Denn transformiert man die Figur vom Zentrum £ aus nach reciproken Radien, 
so werden s^^ 5,, s^ zu geraden Linien, welche Tangenten der Kreise X, Y, Z in 
ihren Berührungspunkten, daher Potenzlinien der Kreispaare X, Y; Y, Z; X, Z sind, 
folglich wird E zum Potenzpunkt. Zugleich werden 8^ und ^ gemeinsame Tan- 
genten des Kreispaares Z und ^„ ebenso 5, und 8.^ für das Paar X und /i^ 8^ und 
8| für das Paar Y und .u,; somit wird E Aehnlichkeitspunkt für diese Paare. 
Die Kreise X und Y berühren M, und Z, daher geht ihre Potenzlinie, nämlich 
^3, durch den Aehnlichkeitspunkt von M3 und Z, da sie nun schon durch den 
Aehnlichkeitspunkt E von ^^ und Z geht, so muss sie auch durch den Aehnlich- 
keitspunkt von ^3 und M3, nämlich durch den Berührungspunkt C| gehen, ebenso 
8i durch A| und s^ durch B^. 

Jetzt fehlt noch der Nachweis, dass das System der Kreise 8^, «„ s^, von wel- 
chen zwei willkürlich sind, so gewählt werden kann, dass die daraus resultierenden 
Kreise ^i, ^2, ^3 je einen der gegebenen Kreise und zwei Potenzkreise berühren. 
Hierzu ist noch ein Satz notwendig, der auf der Eigenschaft der potenzhaltenden 
Kreise beruht. 



Anmerkung 76. Alle Kreise, welche drei gegebene gleichartig unter 
gleichen Winkeln schneiden, haben dieselbe Potenzlinie. Denn jeder 
Kreis, welcher die beiden ersten der gegebenen drei Kreise gleichartig unter 
gleichen Winkeln schneidet, ist potenzhaltend in Bezug auf einen Aehnlichkeits- 
punkt dieser Kreise (siehe Anmerkung 61) und schneidet somit den zugehörigen 
Potenzkreis rechtwinklig (siehe Anmerkung 61), aus dem gleichen Grunde schneidet 
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jeder Kreis, der den zweiten and dritten der gegebenen Kreise unter gleichen 
Winkeln schneidet, einen ihrer Potenzkreise rechtwinklig; da somit die gesuchten 
Kreise beide Potenzkreise rechtwinklig schneiden mttssen, so liegen ihre Mittel- 
punkte auf der Potenzlinie der beiden Potenzkreise und die Zentrale der letzteren 
ist die Potenzlinie der gesuchten Kreise (siehe Erkl. 72, 73, 74, 75). Da der 
erste und zweite, ebenso der zweite und dritte der gegebenen Kreise je zwei 
Potenzkreise haben und diese zu vier Paaren vereinigt werden können, so zerfallen 
streng genommen die Kreise, welche drei gegebene unter gleichen Winkeln schnei- 
den, in vier Systeme, jedem dieser Systeme gehört derjenige Kreis an, welcher 
die drei gegebenen rechtwinklig schneidet (der Orthogonalkreis derselben), denn 
dieser schneidet sämtliche Potenzkreise rechtwinklig. 

Die Gesamtheit aller Kreise, deren Mittelpunkte auf einer Geraden liegen 
und welche dieselbe Potenzlinie haben, — also wenn zwei davon einander schneiden, 
alle durch deren Schnittpunkte gehen, oder wenn dies nicht der Fall ist, einander 
überhaupt nicht schneiden, dagegen von jedem Kreise rechtwinklig geschnitten 
werden, welcher einen von ihnen rechtwinklig schneidet, — nennt man ein Büschel 
von Kreisen. 

Der vollständige Satz würde also lauten: 

Alle Kreise, welche drei gegebene unter gleichen Winkeln schnei- 
den, zerfallen in vier Büschel von Kreisen. 

Diese Vierdeutigkeit lässt sich vermeiden, wenn man voraussetzt, dass die 
gleichen Winkel stets im selben Drehungssinn genommen werden. 

Figur 179. 




Anmerkung 77. Es seien nun in Fig. 179, wie oben, M,, M,, M3 die gegebenen, X, 
T, Z die gesuchten Kreise, zu den gegebenen seien die (äusseren) Potenzkreise p^ 
für M, und M3, p^ für M, und Mg, p^ für M^ und M, gezeichnet, «, ß, y seien 
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die Berührangspankte der gesuchten Kreise unter einander, ^/ / die BerOhnmgs- 
punkte von Y und Z auf M^, «", y" die von X und Z auf Mj, «"', /J'" von X und Y 
auf Mg; durch «, /J, «'", /»'" sei Kreis g^, durch «, y, a", y" Kreis Pj» darch ?, 7, 
Z^, / Kreis g^ gelegt nach Anmerkung 68, so schneiden g^ and ^2 einander anf 
dem Potenzkreis p^ in U3, (y, und ^5 auf p^ in Up ^3 und g^ auf j?^ in U,. Nach 
Anmerkung 74 wird p^ in U, von einem Kreise ni^ berflhrt, der Y und Z in a 
berührt, ebenso geht ein Kreis m, durch ß und U,, welcher X und Z in /f und p^ 
in U, berührt, und ein Kreis m, durch r und U, , der X und Y in y und p^ in 
U, berührt. 

(Die Kreise n»p m,, m, sind in der Figur der Deutlichkeit wegen weggelassen.) 

Das Kreispaar X, M^ wird von dem Kreispaar Y, Z in ßj y, ß', / berührt 
daher ist der durch diese Punkte gehende Kreis g^ potenzhaltend für den äusseren 
Aehnlichkeitspunkt von M^ und X (siehe Anmerkung 51) und schneidet nach An- 
merkung 59 die Kreise M^ und X unter gleichen Winkeln. 

Die Kreise m^ und m^ berühren Kreis X in seinen Schnittpunkten ß und y, 
mit Kreis g^, daher schneidet nach Anmerkung 66 Kreis g^ die Kreise m, und m, 
unter gleichen Winkeln in U, und U,, da aber dort die Kreise m, und m^ Ton 
p^ und ^3 berührt werden, so schneidet Kreis g^ die Kreise M^, X, j?,, p^ 
unter gleichen Winkeln, aus dem gleichen Grunde werden M,, Y, j?p 
p^ von g^; M,, Z, p^, p^ von g^ unter gleichen Winkeln geschnitten. 



Anmerkung 78. Zu dem Büschel von Kreisen, welche M^, i?,, p^ unter gleichen 
Winkeln schneidet, gehört auch der Orthogonalkreis r der drei gegebenen Kreise, 
denn jeder Kreis, der zwei gegebene Kreise rechtwinklig schneidet, schneidet 
auch ihren Potenzkreis rechtwinklig (siehe Anmerkung 61 und 51). 

Man kann nun von den drei Kreisen s^y 5,, 8^ der Anmerkung 75, von welchen 
zwei beliebig gewählt werden dürfen, 82 und 8^ so annehmen, dass sie den Ortho- 
gonalkreis r rechtwinklig schneiden, dann wird letzterer auch von 8^ rechtwinklig 
geschnitten werden, weil 5^ durch die Schnittpunkte von Sj und «, hindurchgehen 
muss, also mit denselben zum gleichen Büschel gehört (siehe Anmerkung 75 u. 76). 

Ausser dem Kreise M^ gehört daher jetzt auch Kreis s^ und 5, zu denjenigen 
Kreisen, welche vom Büschel der Kreise g^ und r unter gleichen Winkeln ge- 
schnitten werden. Da nun Kreis ^| (siehe Fig. 178 und Anmerkung -75) die 
Kreise Mp Sj, s, unter gleichen Winkeln schneidet, nämlich berührt, so gehört er 
ebenfalls dem Büschel der Kreise g^ und r an und muss daher auch die Kreise 
P2 und ^3 unter den gleichen Winkeln schneiden wie M^ , s, und d,, d. h. be- 
rühren. £benso muss /uj die Kreise Mj, jPp p^ berühren, weil er M,, s^, 3^ be- 
rührt und s^ und s^ unter dem gleichen Winkel geschnitten werden wie M,. Das 
Gleiche findet in Bezug auf Kreis ^3 statt, und damit ist die in Aufgabe ^65 dar- 
gestellte SteinersehQ Konstruktion bewiesen. 



Aufgaben über die Quotienten von Kreisen in Bezug auf eine Gerade. 
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H. Aufgaben über die Quotienten von Kreisen in Bezug 

auf eine Gerade. 

Anmerkung 79. In der gleichen Abhandlung (Crelle, Journal für Mathematik, Bd. I), 
worin Steiner die Lehre von den Aehnlichkeitspunkten und Potenzkreisen aus- 
einander gesetzt nnd die Auflösung des Malfattischen Problems und seiner Er- 
weiterung gegeben hat, findet sich auch eine Reihe von Sätzen und Aufgaben über 
das Verhältnis der Quotienten mehrerer Kreise in Bezug auf eine Gerade, welche 
wegen ihrer Beziehungen zum Kreisberübrungsproblem hier zum Teil angeführt 
werden sollen. 



Frage 39. Was versteht man unter 
dem Quotienten eines Kreises in Bezug 
auf eine Gerade? 



Antwort. Quotient eines Kreises in 
Bezug auf eine Gerade heisst das Ver- 
hältnis vom Abstand des Mittelpunkts von 
der Geraden zum Halbmesser des Kreises. 



Anmerknng 80. In Fig. 180 berühren die zwei gegebenen Kreise M^ nnd M^ einander 
in B. Es seien irgend zwei Kreise mi und m, beschrieben, welche beide in gleicher 
Weise die gegebenen Kreise, sowie einander im Punkt b berühren. 

Figur 180. 




P.Mt P,M. P* K 



Daraus folgt, dass der äussere Aehnlichkeitspunkt A der Kreise m^ und m, 
auf der Potenzlinie von Mi und M, liegen muss. Dies ist aber die gemeinsame 
Tangente im Punkte B [siehe die Antwort zu Frage 24 und Antwort c) zu Frage 32]. 
Fällt man von nti und m, auf die Zentrale M^M, die Lote MtP« und m^P,, so 
ist nach einem bekannten Satze der Planimetrie (siehe Kleyer-Sachs, Lehrb. d. 
Planim.), da die Parallelen BA, WjPj, WjP^ von Wj A und Pi B geschnitten werden: 

1) BPj.BPt = Aw^iAm^; 

aber da A Aehnlichkeitspunkt ist, so ist: 

2) AWj : Awi = r^ : r^ 

folglich: 

3) BPj : BPi = rj : fi. 
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Da jeder der beiden Kreise Mi und M, die Kreise m^ und m, gleichartig berfihrt 
so sind sie potenzhaltend in Bezug auf den äusseren Aehnlichkeitspunkt A von 
m^ und fUj (siehe Anmerkung 51), folglich ist das Quadrat der Tangente AB von 
A an Ml und M, gleich der gemeinschaftlichen Potenz von m^ und m, in Bezug 

auf A, d. h. = A&'; somit ist AB = Ab. 

Würde Kreis nii von dem Lot n},Pi in D (entfernt von MiM,), Kreis fii^ von 
m, P, in C (näher bei Mi M,) geschnitten, so liegen D, 6, c in gerader Linie, weil 
die Dreiecke miDb und nij^C ähnlich sind. Daher ist das gleichschenklige Dreieck 
m^bC ^ £\ AhC, also liegen D, &, G, B in einer Geraden. 

BiHj möge Pimi in E schneiden, so folgt aus dem vorhin benützten Satze 
von der Proportionalität der Abschnitte von Geraden zwischen Parallelen mit Rück- 
sicht auf 3): 

ED : tiij C = BPi : BP, = r^ : r„ 

oder, da fii2C = Tj: 

ED: fj = n ri, d. h. ED = r^ oder w^E = 2r^, 

Aus der Aehnlichkeit der Dreiecke BEPi und Bfn2P2 folgt mit Rücksicht auf 3): 

4) EP.iWjP, = r,:r^; 

aber: 

EP^ =miPi + 2r,, 
folglich: 

fWiPj + 2ri :«i2P| = r^ir^, 
oder: 

5) 3A + 2 = ^^'; 

Tj r2 

oder mit Worten: 

Werden zwei einander berührende Kreise von jedem von zwei be- 
liebigen einander berührenden Kreisen berührt, so ist der. Unter- 
schied der Quotienten der beiden letzten Kreise in Bezug auf die 
Zentrale der beiden ersten Kreise = 2. 

Dieser Satz wird schon von Pappus (siehe Klimpert, Geschichte der Geometrie) 
in seinen „coUectiones mathematicae" aufgeführt und bewiesen in folgender Fassung: 

Das Lot m^Pi plus dem Durchmesser von m^ verhält sich zu diesem 
Durchmesser wie das^Lot fitjPj zum Durchmesser von n^. 

Anmerkimg 81. Schliessen sich an Kreis m2 noch weitere Kreise m,, «n^ .... an. 
welche alle einander und die gegebenen Kreise berühren, so ist nach dem Satz 
von Anmerkung 80: 



f»2 Pj n»i Pi 



^2 



+ 2, 



wi, P3 *w, P, , ^ wii Pt 



allgemein: 



r, r. 



^x ^x n»i Pi 



^ »-i 



+ 2(0:— 1). 



X X 



Oder wenn man zur Abkürzung den Quotienten = g^, das Lot-m^P^ = p^ 

iw P * 

den Quotienten — ~~ = g, das Lot f»iPi = jp setzt: 



Aufgaben aber die Quotienten Ton Kreisen in Bezug auf eine Gerade. 
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1)- 



= 3 + 2, ^ =2 + 4 



~- = 3 + 2(a;-l). 



Nimmt man nun an, es sei jß=^o, d. h. der Mittelpunkt von m^ liege auf der 
Zentrale M^M,, so wird 3 = 0, nnd «lan erhält (siebe Fig. 181): 

Figur 181. 




6 



P, P4M, P, M, 



2). 



^'■ = 2, ^^- = 4, ^-^ = 6 



, ^ = 2(x-l). 



Ist aber 9=1, d. h. ist jp = r, oder berührt Kreis m^ die Zentrale MiM, (siehe 
Fig. 182), so ist: 

Figur 182. 




B ^^ ?♦ M.P, MjPt 



Pi 



3). 



^ = 1, Z._ = 3, ^ = 5 



= 2a?— 1. 



Diese beiden Spezialfälle hat "Papj^ ebenfalls angeführt and jeden für sich 
bewiesen. 



Anmerkting 82. In Fig. 183 werden die gegebenen Kreise M^ und M,, die einander 
in B berühren, von Kreis m berührt, Mi in E, M, in D, die Zentrale Mifn sei 
= L, Mjfn = 2, das Lot mP auf die Zentrale M^M, sei = jp, die Abstände 
MiP und MjP der Mittelpunkte M^ und M, von diesem Lot seien bezw. U nndt«, 

die Halbmesser von Mi, M,, m bezw. Ri, E,, r und der Quotient — des Kreises m 

in Bezug auf die Zentrale MiM, sei g, so lassen sich die Grössen U, u, L, 2 in 
den bekannten Grössen Ri, R2, g, r einfach ausdrücken, wie Steiner in folgender 
Weise gezeigt hat: 

Man denke sich einen weiteren Kreis M gezeichnet, der Mi und Mj in gleicher 
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Weise wie m berührt and dessen Mittelpunkt auf der Zentrale M^M, liegt, sein 
Radius sei R, dann ist (siehe Fig. 183): 

Figur 183. 




AC = BC — BA, oder 2R = 2R2 — 2Ri, oder R = R« — R^, 

ferner ist BM = R2 + Ri als Mittel aus den Durchmessern BA und BC. 
Nach Anmerkung 80 Gleichung 3) ist BP:BM = r:R oder: 

BP:R2 + Ri = r:R = r:R, — R,, 
daher: 



1) 



BP=_5^?L.^. 



Rj — R|^ 
Ferner ist aus der Figur ersichtlich: 

2) L = Ri + r, R2 = Z + r, BP = R, + U, BP = R, + «. 

Der Pythagoräer gibt im rechtwinkligen Dreieck MjPw: 



Daher: 



= ^ +Vr;-R. ■'-^) -^ + (RT-R, 



4Rt 



)' 



R2 — Ri 



r'l+l\ 



2_i 



i?^-h 



4R,' 



l = 



(R^-R,)' 

4Ri 
* . . f 

R2 — R|, 






2Rt 



r. 



R2 — Ri 



Setzt man die Grösse 



R. 



Rj — Rj 



= w, so ist 



3). 



l = 



^^ + 471* 



4^ 



r. 



Ganz ebenso gibt das Dreieck M^Pw: 



4). 



Aus P = p^-\'U^ folgt: 



^ — ■ 4(^4- 1)' ■*'• 
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PROSPEKT. 



Dieses Werk, welchem kein ähnliches zur Seite steht ^ erscheint monatlich in 3—4 
Heften zu dem billigen Preise von 25 /^ pro Heft und bringt eine Sammlung der wichtig- 
sten und praktischsten Aufgaben aas dem Gesamtgebiete der Mathematik, Physik, 
Mechanik, math. Geographie, Astronomie, des Maschinen-, Strassen-, £isenbahn-, 
Brflcken- nnd Hochbaues, des konstraktifen Zeichnens etc. etc. und zwar in yollständlg 
gelöster Form, mit Tielen Figuren, Erklärungen nebst Angabe nnd Entwlckelnng der 
benutsten Sätze, Formeln, Regeln in Fragen mit Antworten etc., so dass die Lösung 
jedermann verständlich sein kann, bezw. wird^ wenn eine grössere Anzahl der Hefte er- 
schienen ist, da dieselben sich in ihrer Gesamtheit ergänzen und alsdann auch alle 
Teile der reinen und angewandten Mathematik — nach besonderen selbständigen Kapiteln 
angeordnet — yorliegen. 

Fast jedem Hefte ist ein Anhang von ungelösten Aufgaben beigegeben, welche der 
eigenen Lösung (in analoger Form wie die bezüglichen gelösten Aufgaben) des Studierenden 
Überlassen bleiben, und zugleich von den Herren Lehrern für den Schulunterricht benutzt 
werden können. Die Losungen hierzu werden später in besonderen Heften für die Hand des 
Lehrers erscheinen. Am Schlüsse eines jeden Kapitels gelangen: Titelblatt, Inhaltsverzeich- 
nis, Berichtigungen und erläuternde Erklärungen über das betreffende Kapitel zur Ausgabe. 
Das Werk behandelt zunächst den Hauptbestandteil des mathematisch-naturwissen- 
schaftlichen Unterrichtsplanes folgender Schulen: Realschulen I. und II. Ordn«, gleich- 
berechtigten höheren Bürgerschulen, Privatschulen, Gymnasien, Realgymnasien, Pnn 
gymnasien, Schullehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Bangewerkschulen, 
Gewerbeschulen, Handelsschulen, techn. Yorbereitungsschnlen aller Arten, gewerbUcdie 
Fortbildungsschulen, Akademien, Universitäten, Land- nnd Forstwissenschaftsschulen, 
Militärschulen, Yorbereitungs- Anstalten aller Arten als z. B. für das Eii^ährig-Frei- 
wlUige- nnd Offiziers-Examen etc. 

Die Schüler, Studierenden und Kandidaten der mathematischen, technischen und 
naturwissenschaftlichen Fächer werden durch diese, Schritt für Schritt gelöste, Aufgaben- 
sammlung immerwährend an ihre in der Schule erworbenen oder nur gehörten Theorien etc. 
erinnert und wird ihnen hiermit der Weg zum unfehlbaren Auffinden der Lösungen der- 
jenigen Aufgaben gezeigt, welche sie bei ihren Prüftangen zu lösen haben, zugleich aber 
auch die überaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgeführt. 

Dem Lehrer soll mit dieser Aufgabensammlung eine kräfti ge Stütze für den Schul- 
unterricht geboten werden, indem zur Erlernung des praktischen Teils der mathematischen 
Disciplinen — zum Auflösen von Aufgaben — in den meisten Schulen oft keine Zeit er- 
übrigt werden kann, hiermit aber dem Schüler bei seinen häuslichen Arbeiten eine voll- 
ständige Anleitung in die Hände gegeben wird, entsprechende Aufgaben zu lösen, die ge- 
habten Regeln, Formeln, Sätze etc. anzuwenden und praktisch zu verwerten. Lust, Liebe 
und Verständnis für den Schulunterricht wird dadurch erhalten und belebt werden. 

Den Ingenieuren, Architekten, Technikern und Fachgenossen aller Art, Militärs 
etc. etc. soll diese Sammlung zur Auffrischung der erworbenen und vielleicht vergessenen 
mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Bemfis- 
zweigen vorkommenden Anwendungen einem toten Kapital lebendige Kraft verleihen und 
somit den Antrieb zu weiteren praktischen Yerwertungen und weiteren Forschungen gebexL 
Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige und praktische Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen und mit Angabe der Namen 
verbreitet — Wünsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Yerfasser, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M., Fischerfeldstrasse 16, entgegen, und wird deren Erledigung 
thunlichst berücksichtigt. 

Stattgart. Die Yerlagshandluiig^ 
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{q^ + 4?rg + 4^') (q^ — A^rq + 47r') r* 

oder: 

,,2 _ (2 + 4^)^(g-4^)' _ ö^--4^')' 
** ^^^i r - — jg^^^^ r, 

oder: 

5) w = - . r, 

^ 4^ 

ebenso erbäk man aus dem Dreieck M^Pm: 

'^ 4(»+l) 

Setzt man die Werte 3), 4), ö), 6) in 2) ein, so erbält man: 

Man sieht somit, dass die Ausdrücke, welche sich auf die Kreise Mj nnd M^ 

beziehen, nur dadurch sich unterscheiden, dass das eine Mal der Wert ti = =^ =-, 

das andere Mal der Wert ^r+l = -^ — ^5- gesetzt ist. 

Kj — ri2 

Aus den obigen Ausdrücken lassen sich mit Hilfe der Sätze Ton Pappus die 
zur Konstruktion der Berührungskreise w^ iHj, W3 . . . nötigen Grössen leicht ab- 
leiten. 

Anmerkung 83. Ist ?r = 1, d. h. Rt = R2--R1 oder R^ = 2Ri (siehe Fig. 184), 
so wird: 

Figur 184. 




B P5 P* M, 



Mz 



r 

u 
r 



g^-f-4 



L 
r 



^» — 4 U 
4 ' > 



5^+16 
8 

g'— 16 

8 



Wendet man diese Ausdrücke auf eine Reihe von Kreisen m^ ntjj m, etc. an, 
von denen der erste seinen Mittelpunkt auf M^M2 hat, so wird nach Anmerkung 
81, 2) die Reihe der gr : 0, 2, 4, ß . . . . 2(w— 1). Daher wird: 

Cranz, Apollon. Berührungsproblem. 14 
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-^ = 1, ^^ = 2, —J- = 5, J =10, . . . . , aUgemein: («— 1)»- 1, 

ebenso: 

L 2'+ 16 3 4^+16 , 6'+ 16 13 „ . (n— 1V4-4 
- = 2, — g— = -2 , — g— = 4, — Q — = 2 , ^lg«°^«i°- 2 ' 

— =;= — 1, 0, — -. — = 8, . . . . , allgemein: («— 1)' — 1; 

ü «3^5 „ . («— 1)'--4 

— = —2, — Y' ^' Y' ' allgemein: ^ ■ 

Die Zosammenstellong ergibt folgende Tabelle: 



Kreise 



f». 



ntm 



^=« 





l 

r 


1 


L 

r 


2 



5 
'2 



91}« 



u 










— 1 





3 


r 








U 




3 






— 2 







r 




2 





m. 



10 



13 



8 



5 

2 



füg 



8 



17 



10 



16 



R L 
Da L:r = (Kj+r):r, so ist ■— ^ = 1, daher: 



Rt 



= 1, 



Ri 



3 
2' 



Rt 



= 3, 



Ri 



m. 



2(n-l) 



(n-i)2+i 



(n-l)' + 4 
2 



(fi-l)'-l 



(w— 1)' — 4 



21 

2' 



ri ,2 - 'S '4 

oder: Der Halbmesser von nii ist = R^, von w, = f R^, von m, = ^R^ = ^r^, 

von m^ = ^VR| etc. Danach lassen sich die einzelnen Berflhrungskreise ohne 
Mühe zeichnen. 



R 1 

Anmerknng 84. Wenn R^ = 3Ri ist, so wird ^= ^- ^ t> == ir, 

xt^ — xCj 2 

Figur 185. 

r 




2 



L 
r 



u 

r 



g»— 1 JU 
2 ' r 



6 ' 
6 • 



B ?3 M, 



Verbindet man diesen Fall mit 
dentjenigen, wo Kreis mi die Zen- 
trale M1M2 berührt (siehe Anmer- 
kung 81, 3), so erhält man folgende 
C Tabelle (siehe Fig. 186): 
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Kreise 



i?:r = q 



l:r 



L:r 



w:r 



Vir 



»f 



ifii 







o 



»»2 



tili 



W, 



w« 



n» 



n 



3 


5 


7 


9 


5 


13 


25 


41 


9 
3 


17 
3 


29 
3 


45 
3 


4 


12 


24 


40 





8 
3 


20 
3 


36 
3 



2«— 1 



(2«- 


-1)'+1 




2 


(2w- 


-1)^ + 9 


6 


(2w- 


-1)'-1 


2 


(2fi- 


1)^ 9 



Anmerkung 85. Wird der Halbmesser B, unendlich gross, d. h. wird Kreis M2 zur 

Tangente des Kreises Mi in B, so ist: „. 

* ^ Figur 186. 

also: ^ 

-L - il ~ JL = g' + 4 

y " ^ ~~ ' r "" 4 ' 



u 
r 

r 



= 00 



= 00 



_u 

r 



g« — 4 



r 4 



Wenn nun der erste Kreis nn in der Beihe 
der BertQirungskreise seinen Mittelpunkt in 
der Zentrale MiM, haben, also den Kreis M^ 
in C und dann noch die Gerade BA berühren 
soll, so muss er ebenfalls in eine Gerade aus- 
arten, welche Mi in C berührt, daher zu BA 
parallel ist und letztere in unendlicher Ent- 
fernung berührt. Die Eeihe der q ergibt sich 
aus Anmerkung 81, 2), daher erhält man 
(siehe Fig. 186) folgende TabeUe: 




Kreise 


m^ 


^2 


^3 


«i 


"»s 


»»« 







2 


4 


6 


8 


2(n-l) 


L:r 


1 


2 


5 


10 


17 


(«_!)«+ 1 


U:r 


-1 





3 


8 


16 


(«-!)'- 1 


Ri:r 





1 


4 

• 


9 


16 


(u-l)' 
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Aufgabe 157. Zwei gegebene Kreise 
M^ und M, berühren einander und werden 
von einer Reihe einander berührender 
Kreise berührt. Man soll den Quotienten 
eines beliebigen der Berührungskreise in 
Bezug auf einen Durchmesser des einen 
der gegebenen Kreise berechnen, wenn 
der Quotient des andern gegebenen Krei- 
ses in Bezug auf diesen Durchmesser 
bekannt ist. 



Gegeben: Kreis um M^, Kreis um 
M,, Kreis um m, nt^, «n,, . . . ., m». 

Voraussetzung: Die Kreise M^ imd 
M, berühren einander in B. Die Kreise 



♦»11 *Wi 



• . . • 



berühren sowohl einander 



von aussen als die Kreise M^ und Mj. 
Kreis m berührt Kreis M, in A. 

Gegeben ferner: Der Quotient Q 
des Kreises M^ in Bezug auf M, A. 

Gesucht: Der Quotient eines Kreises 
der Reihe m in Bezug auf M, A. 




Auflösung. In Figar 187 seimN irgend 
ein Kreis der Reihe, m der erste, welcher 
M, im Endpunkte A des Durchmessers AM, C 
berührt. Es seien auf die Zentrale MjM^B 
die Lote niP=jp, m^V^=p^, auf den 

Durchmesser AB die Lote M^H = A und 
w^H^ = h^ gefallt, femer sei Mji»^ =J^ 

gezogen und die Winkel BMjA mit a, 
AMjm^ mit ß, BM^n»^ mit y bezeichnet. 

Setzt man zur Abkürzung noch: 



MiH __ h 



und: 



R, 



= R7 = Q' 

_ R. _ 



Erkl. 162. Unter dem Sinns (geschrieben sin) 
eines Winkels versteht man den Quotienten aus 
dem Yon irgend einem Punkte des einen Schenkels 
auf den andern Schenkel geföllten Lote divi- 
diert durch die Entfernung jenes Punktes von 
der Spitze des Winkels (siehe Kleyer, Lehrb. 
der ebenen Trigonometrie). 



MiMj Rj — Ri 
so ist (siehe Erkl. 162): 



?r. 



h 



M.Mj 



R2-R. 



= Ä.Q. 



Ferner ist: 
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h 



H 



sinß = ^^— = än{a-r) 



und 



^hK 



£rkl. 163. Unter dem Cosinus eines Winkels ^z ^» 

(geschrieben cos) versteht man den Quotienten . ,._ t^,,,/,« j-i^^\ 

aas der Projektion irgend einer im Scheitel des aoer (siehe Erkl. 163 und 164): 

Winkels beginnenden Strecke dw einen Sehen- ^^ /^ _y) -. gj^ „ g^s y — sin y cos «, 

kels auf den andern Schenkel, dividiert durch ^ ^ 

die Strecke (siehe Kleyer, Lehrbuch der ebenen daher: 

Trigonometrie). ^ p„ p 

qr^r- = :nr- " SIU « ^F" COS «, 

Erkl. 164. Ein bekannter Satz der Gonio- also: 
metrie (siehe Kleyer, Lehrbuch der Gonio- ^, , t. ti-^ . n 

metrie) lautet : 2). . . Ä^ = P^ M, . sin a — m^ P^ cos «. 

sin (a — fi) = sm a cos ^ — sin /9 cos a. pj^ Grössen P M, und t». P^ sind aber in 

Anmerkung 82, wo sie mit u und p bezeich- 
net wurden, berechnet worden, nämlich: 

wenn q^ den Quotienten des Kreises m^ in 
Bezug auf M^B und r^ den Halbmesser von 
Kreis w^ bedeutet, und: 

K^t = K = 4S ^ 

(siehe Anmerkung 82, Gleichung 6) ; daher ist: 

3). Ä^== — ^- r^sina-ff^r^.cos«, 

Da nun für den Kreis m das Lot h=^0 
ist, so hat man für diesen Kreis: 

Q -— .» — • f ^ ginij _ ^2^ . r • cosa 

oder: 

4). . . . cos « = -^— i sm«, 

wo ö = = — ist. 

^ r r 

Setzt man diesen Wert in die Gleichung 3), 
so erhält man: 

Nun ist aber nach dem in Anmerkung 81, 
Gleichung 1) angeführten alten Satze g„ = 
q + 2n, setzt man diesen Wert, sowie den 
von sin a ans Gleichung 1) in 5) ein, so 
erhält man: 
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*»• _/(2+2«)-— 47r' 
ErkL 166. Die Umformung des Ausdrucks — — I ^— 

für -^ geschieht so: " _(j+2«)-?^^),Q 

4w w-r*»; 4^^ == Q „« _j. Q . .^ ^.^ 2n. 

^ g» + 4ng + 4n» ^ (g+2*)g ' «» 4- 4 » 

4 w 4 « Der Ausdruck : Q • ^ "^ * lässt sich je- 

(g-j-2»0£E =9l_,.»i_j.«!_^_9i doch bedeutend vereinfachfn: 
« 4« w ;i 4» ^^^ Anmerkung 82, 3) ist 

-2» + «+T- = lF + ^+2^ «M, = ^=«!±i^.r. 

daher: 47r 

, , /^ » I »V femer ist: 



it 



== ^«Q . 2n(g»+4^«) Q folglich ist: 

4« mP 



sin « = ^^ (siehe Erkl. 162) = ^ 



^^^. (g^-fr-4^')t' _ 4^g 
~* 4w "~g2^4»" 

andererseits ist nach 1) sin a ^ ttQ, daher: 

^" = ^Q = -p4^4i?-' 
oder: 

^ 42 ^' 

setzt man dies im obigen Ausdruck für — 
ein, so erhftit man: " 

K 
6) ■-=- = Q«»+2n. 

N 

Dies ist die verlangte Beziehung zvnschen 
dem Quotienten von Kreis m^ und dem von 

Kreis M^ in Bezug auf die beliebige Axe AG. 

Liegt Kreis m^ auf der andern Seite, wie 

(A^^ so ist n negativ und es ist: 

K 

7) -^ = Qn« — 2n. 

r 

n 



Aufgabe 158. Eine Beziehung zwischen 
den Quotienten zweier um eine bestimmte 
Anzahl von Kreisen auseinanderliegender 
Berührungskreise an zwei gegebene Kreise 
aufzufinden, die Quotienten auf einen Auflösung. Es sei m^ ein Kreis in der 

beliebigen Durchmesser eines der beiden Reihe der Kreise m, m^, m^ , welcher, 

Kreise bezogen. vom Kreis m^ an gerechnet, der x — Ite 

ist, so ist nacdi Aufgabe 157, Gleichung 6), 
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Erkl. 166. Die Elimination geschieht so: 

Qa: = Q.n«4-2n(a?— l).Q + (x-l)».Q 

+ 2n +2(a?— 1) 

Q« = Q.n» +2n. 

Durch Subtraktion erhält man: 
Qa:-Qn= Q(«- 1)« + 2(a:-l)(nQ+l); 
aber aus Aufgabe 157 Gleichung 6) folgt: 
n«Q' + 2nQ4-I = QQ^ + 1, 

oder: 

(nQ + l)^ = QQ« + 1, 
oder: 

nQ + 1 = ±VQQ.» + 1, 

dies oben eingesetzt, gibt die nebenstehende 
Formel. 



wenn man zur Abkürzung — ^ == Q^ und 

K ^"^ 

— = Q, setzt: 

Q^= q,(n + x—iy + 2{n + x-l) 

Eliminiert man aus diesen beiden Glei- 
chungen die Grösse n, so erhält man: 

1). . . Q, = Q(«-i)' 

±2(a?-l)Vl + Q.Q« + QH. 

Setzt man in diesen Ausdruck ^ = 2, so ist 
a? — 1 = 1 d. h. der Kreis m^ ist der 

nächste nach m^, es ist dann: 

2). . . Q„ + i=Q±2V1 + Q.Qh + Q,. 



Anmerkung 86. Setzt man in den Formeln der vorstehenden Aufgaben Q = I, 
d. h. % == Rp d. b. nimmt man an, dass Kreis M^ den Durchmesser AC berühre, 
so erhält man für die Reihe der Kreise ^4, i«,, ^, /<|, m, m^ fH, . . . ., welche zu 
beiden Seiten sich an den Kreis m, dessen Mittelpunkt auf AG liegt, berührend 
anschliessen (siehe Fig. 188): 

Figur 188. 





n' + 2« 
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Anmerkung 87. Die alten, yon Pappua mitgeteilten Sätze sind nur spezielle F&Ue 
der in den Auflösungen von Aufgabe 157 und 158 angefahrten, man erhftlt sie, 
wenn man Q = setzt, d. h. wenn M^ auf AC f&llt 

Die vorstehend abgeleiteten Formeln und Sätze gelten nicht nur, wenn die 
Kreise M^ und M, einander von innen berOhren, sondern auch bei äusserer Be- 
rtlhrung, und auch dann, wenn der eine beider Kreise in eine Gerade ausartet 



Aufgabe 159. Es seien drei Kreise 
gegeben, welche einander von aussen be- 
rühren, die Halbmesser derjenigen zwei 
Kreise zu berechnen, welche die gege- 
benen gleichartig, von aussen und um- 
schliessend, berühren. 

Figur 189. 




Erkl. 167. Fällt man von einem beliebigen 
Punkte M auf die Seiten eines Dreiecks ABC 
die Lote und dividiert jedes Lot durch die zur 
selben Seite gehörige Hohe, so ist die Summe 
der drei Quotienten = 1. Dabei ist jedes Lot 
negativ zu nehmen, das sich auf der andern 
Seite der zugehörigen Dreiecksseite befindet als 
das Dreieck selbst. 

Beweis. Sind a, 5, c die Seiten, J der . Inhalt 
des Dreiecks, so ist nach einem bekannten Satz 
der Geometrie (siehe Kleyer-Sachs ^ Lehrb. d. 
Planimetrie): 

2J = a\ = h\ = cÄj. 

Die doppelten Inhalte der Dreiecke MAB, 
MBG, MCA sind bezw. aj>|, ap^^ ap^, folglich 

api + hp2 + cpi = 2J, 
also: 



Aoflösuiig. In Fig. 189 seien Mt, M,, M, 
die drei gegebenen Kreise, M ihr umschlies- 
sender, m ihr äusserer Bertthrungskreis. 

Die Halbmesser von M^, M,, Mg, M, «i 
seien bezw. R,, R,, K, R, r. 

Man fälle von M|, M, m auf MjM, die 
Lote M,Ht = Äj, MN, = P^, mn^ =i>t» 
dann ist nach dem alten Satze des Fappus 
[siehe Anmerkung 81, 1)]: 

_ A. 



oder: 



^'- = "' + 2, 
r R^ 

^1 Ri ^1 



Fällt man die entsprechenden Lote M1H2, 
MNj, mit,, M|H„ MN,, tnn^ auf die an- 
deren Seiten M^M, undMiM, des Dreiecks, 
so erhält man aus dem gleichen Satze: 



P2_ __ 



r . 2r 



2r 



Aj R, A, 
Die Addiüon der drei Gleichnngen gibt: 



1). 



^ _|. P± + 
At «2 



A3 \R, 



+ B,- + R, 



l) 



+ 2r(,- + -^- + .^- 



9- 



oPi , ^Pi t ^Pl_ — y. 



oder 



ah^ "^ bhj 



CÄ3 



2J 



Aber die linke Seite dieser Gleichung ist 
nach Erkl. 167 = 1; der zweite Teil der 
rechten Seite lässt sich nach Erkl. 168 durch 
die Seiten des Dreiecks ausdrücken; diese 
sind: 

a = Rj + R3, 5 = R3 + Rp c = Ri + Ri. 

Daher ist: 

s = iia + b + c) = R, + R, + R, 

s — a = Ri 

8 — b = Rj 

s — c = Rj, 
folglich ist: 



Aufgaben über die Quotienten von Kreisen in Bezug auf eine Gerade. 



217 



Pi 



-TT- -TT- — 1- 



'+J-+ 



i-V 



Erkl. 168. Ist der Mittelpunkt des In- 
kreises eines Dreiecks und o dessen Halbmesser, 
so ist nach der Torigen Erklärung: 



K hl ,..3 
Daher wird Gleichung 1): 



R, +R2+R 3 

R1R2R3 



oder: 

aber: 
oder: 
daher: 



\ ^ Ä2 ^ ^^3 



Q _ 



1, 



()a + p6 + pö = 2J, 

(>(a+i+c) = 2J. 

j^ J_ _1_ _ IM-M-c) 

I. "T r "T 1, — T , 



Aber nach der bekannten Heronischen Formel 
(siehe Jßleyer-Scuihs, Lehrb. d. Planim.) ist: 

wo « = -ffCa + fe-f^)» *^8^- 
hi^ \^ hj V (8— o)(«— 6)(«— c)* 



2). 



1 = .i_ + Jl+_L 

r Ri R2 Ro 



+ 2 



V 



Ri + R2 + R3 
R1R2R8 



Für den umschliesenden Kreis M liefert 
der alte Satz von Fappus, da hier Kreis Mi 
eine Berührung anderer Art hat als Kreis M: 



R ^^ — R, ' 



-^■■+- 



iw' 



R- + ^- 




oder: 




P, E 


2R 


Ä| Rt 


Ä. 


P2 R 


2R 


Ä, - Pj 


ih 


P, R 


2R 


^3 ^3 


A3 


Durch Adition erhält man: 




(^^^-^^^^A-J 


1 



-2R(^+i+^> 



oder nach Erkl 167 und 168: 

1 



— Ki 



+ -S- + 



Rj ' Rj 



ü 



2R 



V 



oder: 



Rt+R ^-hR, 
Ri R2 R3 



3). . • -p r> ü. 



R 



Ri R? Ra 



+ 2 



y 



Rt + R^ + Rj 
RiR^Rs 



Anmerkung 88. Aus den Gleichungen 2) und 3) von Aufgabe 159 folgt: 

l+± - iVM^±K = 4V 



1). 



2). 



R^ Rj R3 



J^_l 2^ . 2 ^ 

t* R Ri R2 R3 



+ 



+ 



Ri R2 R| R3 Rz Rj 
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fR \ Ri R2 ^3/ R1R2RJ 

(111\2 2 2 4 4 4 

oder: 

o. _i J 1 1 Rt+Rg + Rg 

^ rR — Ri^ R,' R,'"^ RiRjRa 

Anmerlrang 89. Wird der Halbmesser R, unendlich gross, d. h. geht Kreis M, in 
die gemeinsame Tangente von M^ und M, über, so erhält man für den Halbmesser 
des Kreises m, welcher dieselben von aussen und die gemeinsame Tangente berührt: 

^) T = i+i + 2V^. 

Sind alle drei Kreise einander gleich, so wird: 

1 3 + 2VT 2V^-3 
— = — p oder r = = K,, 

2) <; »^ ^ ^ 

1 -3+2VT 2V3+ 3 

R = 5;^ »^«"^ »^ - 3 ^" 

3) rR = iRi*. 

Wird Rj := 00 und R^ = R^, so wird: 

4) 1 = ^ 

'^ r Ri 

(siehe in Fig. 186 den Kreis in,). 



Aufgabe 160. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher drei einander berührende Gegeben: Kreis um M, Kreis um M| , 
Kreise berührt, deren Mittelpunkte auf Kreis um M,. 

einer Geraden liegen. Voraussetzung: M, M., M, Hegen 

auf einer Geraden. 

Kreis M, berührt Kreis M und M« 
umschliessend, die Kreise M und M^ 
berühren einander von aussen. 



Figor 190. 




Konstmktion. A nnd B seien die Be- 
rührangspunkte des Kreises M, mit M und M|. 

Errichte auf AB in M das Lot MO gleich 
dem Durchmesser von Kreis M, in Mx das 
Lot MjH gleich dem Durchmesser von Kreis 
Ml. Ziehe AH nnd BG, die einander in 
m schneiden, m ist des Mittelponkt des 
gesachten Kreises. 

BeweiB. Die Parallelen MG nnd mP 
werden durch das Strahlenbüschel BG, BD, 
A BM geschnitten, also ist: 

wF : mP = GD : GM = 1 : 2. 
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Daher berflhrt nach Anmerkung 80 (vergl. 
Fig. 180) und Anmerkung 81, 2), wo für 

Kreis m^ der Wert — == 2 gefunden wurde, 

der Kreis um in mit mF den Kreis M^. 
Es ist aber auch mF : MP = HE : HM^, 
daher berührt nach Anmerkung 80 der Kreis 
m auch den Kreis M. 

Anmerkmig 90. Wenn man Fig. 190 durch einige weitere Berührungskreise ver- 
vollständigt, so ergeben sich noch interessante Beziehungen: 



Figur 191. 



D 



^:v 



«y 



■\.p 



B. 



D.i. 



• \ 



I •. 



■ij<fj \ 






\ 







Es seien m, nt|, i», drei beliebige Berührungskreise von Mi und M2, von 
welchen fHt und nt2 einander in h berühren, die Halbmesser von M, m, m., m, 
seien R, r, r«, r,. Da BBt (siehe Fig. 191) als Potenzlinie von M, und Ht dorch 
die Aehnlichkeitspunkte je zweier Paare der Kreise M, m, m^, m^ geht, so ist sie 
Aehnlichkeitsstrahl für dieselben, also verhalten sich die Abstände der Mittelpunkte 
von ihr, wie die Halbmesser. Fällt man daher die Lote mP, miPi, nt2P2 so ist 

n BM _ BP 

' R r 



_ BPt _ BP, 



r r, rj 

> 

Zieht man von B die Geraden BmD, BmiEiDi, Bm^FjEjDiY so ist nach dem Satz 
von der Proportionalität der Strecken zwischen Parallelen: 

MDt _ PEa __ PtFa _ P^m^ 

r r, 



2) 



R 



Ti 



Ebenso» wenn N, der Scheitel von Kreis M, mit B durch die Gerade Bfh^i^N 
verbunden wird: 

„. MN _ Pn _ P^W| _ Pj«, 

^^ ~ir'-'~^^~, iT' 

aber, da MN = R ist, so ist auch: 
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4) P« =. r, F^n^ = n, Tifh = »'2. 

Endlich folgt aus dem erwähnten Satze: 

DfD2 E1E2 WiFj 



5) 



B 



Nach Anmerkung 80 (siehe Fig. 180) halbiert aber die durch den BerOhrongs- 
punkt h von Kreis tn^ und tnj gehende Gerade B^/'^e^c^s die Strecke miF, in /'s. 
folglich auch EtE2 in 62, D1D2 in elji ^^^ Punkt /*, ist der obere Scheitel des 
Kreises ini, daher ist: 

6). . . 

7). . . 



. . . fn4Fj = 2ri, E1E2 = 2r, DtDj = 2R. 



Anmerkimg 91. Aus der vorhergehenden Anmerkung ergibt sich ein geometrischer 
Ort für den Mittelpunkt eines Berührungskreises zu zwei gegebenen Kreisen, 
wenn der der Quotient desselben in Bezug auf die Zentrale der gegebenen Kreise 
bekannt ist: 

Macht man nämlich (siehe Fig. 191) MDi=gfI^i wo q^ den gegebenen 
Quotienten bedeutet, so ist BDi der gesuchte geometrische Ort Ist aber ein 
anderer Berührungskreis m gegeben, so mache man PE^ = g^ .r, dann ist BEi 
der gesuchte geometrische Ort. 

Anmerkung 02. Aus Anmerkung 90 folgt femer: Nimmt man auf dem Lot Pm 
(siehe Figur 191) durch den Mittelpunkt eines Berührungskreises die Strecke 
E^E, = 2r beliebig an und zieht BE« und BE2, so liegen auf diesen Greraden die 
Mittelpunkte zweier einander berührender Berührungs^eise an M^ und M,, ihr 
Berührungspunkt 5 liegt auf der Geraden, welche B mit der Mitte €2 von E^Ej 
verbindet. ^ 



Figur 192. 



Anmerkung 93. Für weitere Folgerungen aus den Sätzen von Pappm und Steiner 
über die Quotienten von Kreisen sind einige Hilfssätze von Steiner von 
Wichtigkeit 

a). Es seien (Fig. 192) in den Endpunkten des 
Durchmessers AB an den Kreis M die Tangenten 
AD und BC und in einem beliebigen Punkte E die 
Tangente FG gezogen, welche die Tangente AD 
in F, die Tangente BC in G trifft. Ferner ziehe 
man AEG und BED bis zum Schnitt mit den 
ersten Tangenten, dann ist das Dreieck BEG 
rechtwinklig (siehe Erkl. 50) und GB = GE 
(siehe Erkl. 33), daher ist B G = GG. Ebenso 
ist FE = FD = FA. Man erhält somit den 
Satz: 

Legt man zwei parallele Tangenten an 
einen Kreis und schneidet dieselben von 
den Berührungspunkten aus durch Ge- 
raden, welche einander in einem belie- 
bigen Punkte des Kreises treffen, so 
werden die auf den parallelen Tangenten 
gebildeten Abschnitte durch die in dem 
Schnittpunkt der beiden Geraden an den 
Kreis gelegte Tangente halbiert. 

b). Nun sind aber die rechtwinkligen Dreiecke ABG und DAB ähnlich, also ist; 
1) AD.BG=:AB.AB, 
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oder mit Worten: 

Legt man zwei parallele Tangenten an einen Kreis und schneidet 
dieselben von den Berührnngspankten aus durch Geraden, welche ein- 
ander in einem beliebigen Punkt auf dem Kreise treffen, so ist der 
Durchmesser des Kreises mittlere Proportionale zu den Abschnitten 
der Tangenten. 

c). Nach dem ersten Satze ist aber AF = ^Ad, BG := -J-BC, folglich ist: 

2) AF.BGr=FE.EG = iXB' = R^ 

oder mit Worten: 

Schneidet man zwei paralle Tangenten durch eine dritte Tangente, 
so ist der Halbmesser des Kreises mittlere Proportionale sowohl zu 
den Abschnitten auf den parallelen Tangenten, als zu den beiden Ab- 
schnitten der dritten Tangente. 

d). In Fig. 193 seien an Kreis M wieder die beiden parallelen Tangenten BC 
und AD gezogen, sowie im Punkte £^ eine dritte Tangente, welche die beiden 
ersten in G bezw. F| schneidet Durch 

G ziehe man in den Kreis die be- Fignr 193. 

liebige Sekante GE,E. BE, BE^ 
und BE, schneiden AF^ bezw. in D, 
Dp Dj. Die Tangenten des Kreises in 
E und £; schneiden BC und AD in 
den Punkten C und H bezw. F und F, 
und einander in N. Dann ist nach 
Antwort zu Frage 23 N Pol zu EE, 
und G Pol zu B Et. Da nun G auf 
EE, liegt, so geht BEi durch N (siehe 
Antwort zu Frage 23). Durch N ziehe 
man die ParaUele zu BC und AD, welche 
BEj in 0, BE in P trifft. 

Nun ist: 

A BHEjöv^ONEj und 

BH=HE, (Erkl. 33), 
folglich : 

NEj=NO = NE; 

da femer: 

A BCE«v*PNE und 

BC = CE (Erkl. 33), 
so ist: 

NE = NP, also auch NO = NP. 

Daher ist nach dem Satze von der Proportionalität der Strecken zwischen 
Parallelen auch 

3) DD. =DiD2. 

Nach Satz a) ist aber AF = FD, AFi = FiD„ AF, = FjDi, also: 

4) FFc=F|F„ 

aus 3) und 4) ergibt sich: 

5) 2ADi=AD + ADj, 

6) 2AFi=AF + AF2, 

oder mit Worten: 
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Legt man zwei parallele Tangenten BG, AD an einen gegebenen 
Kreis M, nimmt in der ersten einen beliebigen Punkt an, legt aus 
demselben die Tangente GEiFi, welche den Kreis in E^ berührt, 
und zieht aus dem gleichen Punkt G eine beliebige Sekante, welche 
den Kreis in den Punkten Ej und E schneidet; zieht man ferner aas 
dem Berührungspunkt B die Geraden BED, BEtDi, BE,Dt, welche die 
Tangente AD in den Punkten D, D|, D2 schneiden: so befindet sich 
immer der Punkt Dt in der Mitte zwischen den Punkten D und D^, was 
auch die Lage der Sekante sein mag. Und legt man in den Punkten £, 
E, die Tangenten EF, EsF, an den Kreis: so liegt ebenfalls F^ stets 
in der Mitte zwischen F und Fj, welche Lage auch die Sekante haben 
mag. Daraus folgt, dass sowohl die Summe der Abschnitte ADund AD«, 
als auch die Summe der Abschnitte AF undAF2 konstant ist, was auch 
die Lage der Sekante yon G aus sein mag. 



Anmerkung 94. In Figur 194 seien wieder zwei Kreise M^ und M, gegeben, die 
einander in B berühren. Ein beliebiger Kreis m berühre Kreis M^ in 0, Kreis M3 
in d, und der Kreis M, dessen Mittelpunkt auf M^M, liegt, berühre sie in C und D. 

Figur 194. 




P. M, P, M» P 



Nach einem schon öfters benützten Satze [siehe Antwort c) zu Frage 32] liegt 
der Aehnlichkeitspunkt A von Kreis M und Kreis m auf der Potenzlinie der 
Kreise M^ und M,, welche ihre gemeinsame Tangente in B ist (siehe Antwort 
zu Frage 24). Die Punktepaare G und c, ebenso D und d sind Paare potenz- 
haltender Punkte (siehe Anmerk. 51) des Aehnlichkeitspunktes A, als Berührungs- 
punkte der Kreise M und m mit dem Kreis M| bezw. M, [siehe Antwort a) zu 
Frage 32]. Daher schneiden Gc und Dd einander in A auf der gemeinsamen Tan- 
gente BA der Kreise M^ und M2 (siehe Frage 24). Denkt man sich an Kreis M, 
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in c2 die Tangente gelegt, welche BA in G trifft, so ist nach Anmerkung 93 a) BG 
= GA. Nach dem gleichen Satze geht die Tangente des Kreises M| in c durch die 
Mitte von BA d. h. durch G. Da die Pnnktepaare C, o, D, d potenzhaltend in Be- 
zug auf A sind, lässt sich durch sie ein Kreis /i legen, dessen Mittelpunkt auf 
dem Lot der Zentrale M^Mj in M liegt. 

Da Gc and Gd Tangenten an Kreis m sind, so ist die Zentrale Gm Mittellot 
von cd (siehe £rkl. 42), aber cd ist auch Sehne in Kreis fn^ folglich geht Gm 
als Mittellot von cd auch durch /u (siehe Erkl. 15); die Punkte G, m, /u liegen 
daher in gerader Linie. 

Zieht man Bm, welche M/u in N trifft, so sind die Dreiecke BmG und Xm/« 
ähnlich, ebenso AmG und Mm/i, daher ist, weil BG = AG ist, auch: 

1) Mfi = iuN, 

Fällt man mV JL Mi M2 und bezeichnet die Halbmesser von M und m mit R 
und r, so ist nach Anmerkung 90, 2) : 

«, NM mP 

'^ -R- = — = ^» 

daher NM = q.r, folglich: 

3) Mfi = 1 MN = 1 ff.R. 

Wird die gemeinsame Tangente der Kreise M2 und M von der Tangente Gd 
in F und die gemeinsame Tangente der Kreise Mi und M von der Tangente Ge 
in £ geschnitten, so ist nach Erkl. 42 FMj Mittellot von Dd und EMi Mittellot 
von Cc, aber Bd und Co sind Sehnen im Kreis ^u, also müssen ihre Mittellote 
nach Erkl. 15 durch fi gehen, oder die Punkte M^, E, a^, ebenso die Punkte M,, 
ju, F liegen je in einer Geraden. 



Axunerknng 95. Denkt man sich in Figur 194 noch einen weiteren Berührungskreis 
nh gezeichnet, welcher die Kreise Mi und M2 in Oi bezw. d^, sowie den Kreis m 
berührt, und zeichnet den zugehörigen Kreis /u^, der durch C, D, d, di geht, so 
ist nach Anmerkung 94, 3): 

Mfi = ^g.R; Mfii = Iffi-R; 

aber nach dem alten Satz von Fappus (Anmerkung 81, 1) ist qi = g 4- 2, daher: 

Mfi, = i(g + 2)R 
oder: 

1) M/Wi — Mfi = /*^i = R. 

Was von Kreis m und ^ in Anmerkung 94 bewiesen wurde, gilt auch für m^ 
and f*i : die Tangenten von Mi und mi in Co von M2 und mi m dt schneiden ein- 
ander auf AB in Go die Punkte Gi, mi, f*i liegen in einer Geraden, ebenso die 
Pankte Mo Ei, ^1 und Mj, Fi, /«i. Das Gleiche gilt für einen weiteren Kreis 
9n2, der sich an nti anschliesst. Daher ist nach 1) : 

also, vermöge des Satzes von der Proportionalität von Strecken zwischen Parallelen: 

2) EEi = El El und FFi = FF,, 

Femer ist: 

MjMrMjD = /u^i:FFi, 
aber : 

MjM = M^; C == Rj; M,D = R,; /t^ui = R = R^ — R,, 
also: 

Ri : R2 = Rj — Ri : FFi, 
also: 
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3). 



ebenso findet man: 



FF, = -J-(Ri_R,); 
Kl 



^) EEi = -— — (R2 — Rj). 

Da M,A*F und Mi/uiFi gerade Linien sind, so folgt: 

DF:DFi = Ma*:M.wi; 
aber nach Anmerkung 94, 3) ist: 

M/i = Jä[.MD, Mfii = 1^1. MD, 

PF __ q 
DF, " 3i • 



daher: 
5). . 



Amnerkiing 96. In Figur 195 seien die beiden Berührungskreise m und nh, beliebig. 
A ihr Aehnlichkeitspunkt, welcher auf der Tangente beider Kreise in B liegt. 
Man denke sich die Tangente A& an Kreis Mi gezogen, welche die in Kreis 
Mj in D gezogene Tangente in Fi schneidet, und denke sich den Berührungskreis 
Wi konstruiert, für welchen Ei der Berührungspunkt mit M, ist. Die Quotienten 
der Kreise m, Wi, wj in Bezug auf Mt und Mj seien bezw. 3, qu q%j dann ist 
nach Anmerkung 95, 5): 



daher: 



D F __ ^ 

dT\ - Y. 



DF. 



— 3'^ 



DFi 



ä'i 



DF + DF2 _ g + g: 



DFt 



ä'i 



Figur 195. 




Nach Anmerkung 93, b) ist aber (der Buchstabe A von Figur 193 ist jetzt mit 
D zu vertauschen): 

DF + DF2 = 2DFi, 
folglich ist: 

1) Q' + 3^2 = 2gi, 

oder mit Worten: 
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gjmnasien, Schnllehrer- Seminaren, Polytechniken, Techniken, Bangewerksdinlea, 
Gewci'beschnlen, Handelsschulen, techn. Torbereitnngsschnlen aller Arten, gewerbliche 
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die Oberaus grosse Fruchtbarkeit der mathematischen Wissenschaften vorgefAhrt. 
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mathematischen Kenntnisse dienen und zugleich durch ihre praktischen in allen Bamls* 
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Alle Buchhandlungen nehmen Bestellungen entgegen. Wichtige nnd praktisdie Auf- 
gaben werden mit Dank von der Redaktion entgegengenommen nnd mit Angabe der Namen 
verbreitet — WOnsche, Fragen etc., welche die Redaktion betreffen, nimmt der Yeifiner, 
Dr. Kleyer, Frankfurt a. M. Fischorfeldstrasse 16, entgegen und wird deren ErlediguBg 
thnnlichst berAcksichtigt 

Stuttgart Die Yerlagshandlmig. 
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Nimmt man auf der Potenzlinie BA zweier einander in B berührenden Kreise 
einen beliebigen Punkt A an, legt durch A eine beliebige Gerade und beschreibt 
diejenigen beiden Kreise, deren Mittelpunkte in dieser Geraden liegen, und welche 
die g^ebenen Kreise berühren, so ist die Summe der Quotienten jener beiden 
Kreise in Bezug auf die Zentrale der gegebenen Kreise konstant, was auch die 
Lage der durch A gehenden Geraden sein mag. 

Die genannte Quotientensunune ist gleich dem doppelten Quotienten des^jenigen 
Kreises, welcher die gegebenen in den Berührungspunkten der von A an sie ge- 
legten Tangenten berührt. 

Legt man die beliebige Gerade durch M, den Mittelpunkt von CD, so ist der 
eine der beiden zugehörigen Kreise der Kreis M, also ist dessen Quotient = 0, 
sei der des andern zugehörigen Kreises n^ = q^, so ist 2^^ = O + ^s oder 



Aufgabe 161. Eine Reihe von Kreisen 
zu zeichnen, welche einander den Ord- 
nung nach berühren, und von denen jeder 
zwei gegebene Kreise berührt, wenn die 
letzteren selbst einander berühren. 



Gegeben: Kreis um M^, Kreis um M^. 

Voraussetzung: Die Kreise um M, 
und M) berühren einander in B. 

Gesucht: Kreise um m, m^, m, u. s.f. 






B 



Figur 196. 




7 •/ •• 



Konstraktion I. Die Zentrale MjMiB 
schneide Kreis M2 in A, Kreis Mi in C. 
Halbiere CD in M, errichte auf MjMi in 
M die Senkrechte, mache auf ihr von einem 
beliebigen Punkte D aus die Strecken Dd^ 
= d^D^ = D^dj = d^Di u. 8. w., je = MC 
= MA. 

Ziehe BD, BD^, BD,, BD, u. s. w., so 
müssen auf diesen Geraden die Mittelpunkte 
m, «n^, »ij, 9i»j u. s. w. liegen (siehe Anmer- 
kung 91). Ist nun der erste Kreis m ge- 
funden oder sonst gegeben, so giebt Bit den 
Berührungspunkt 61 zwischen Kreis m und 
m^, also schneidet mhi die BDi in m^. 
Ebenso giebt B(^ auf mx den Berührungs- 
punkt hl mit 9n^, und mi li schneidet BD, 
in fih u. s. w. Für weitere Kreise liegen die 
Punkte D und d in grosser Entfernung. 
Fälle deshalb von einem der späteren Mittel- 
punkte, z. B. m% auf die Zentrale das Lot 
m2P2, welches den Kreis m, in seinen Schnitt- 
punkten fi und ^3 mit Bei, undBelj schnei- 
A det. Mache auf diesem Lot: 

m^Y^ = F3F4 = F^Fg . . . . = 

73/4 ^^^^ /»'6 ^^ . • . • = /2/3 

f 

und verfahre mit den Punkten F und f wie 
vorhin mit den Punkten D und d. 



Cr«nz, Apollon. Berührungsproblem. 



Der Beweis ergibt sich aus Anmorkuug 
90, 91, 92. 

15 
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Das Apollonische Berahrungsproblem. 



Konstruktion IL Errichte in der Mitte 
von AC, in M, die Senkrechte, ebenso in 
A, B und C. Ziehe, wenn der erste der 
Kreise, w, gegeben ist, welcher Kreis Mj 



Figur 197. 



>j./i^ 




in c, M2 in d berührt, an Kreis m und M^ 
in c, an Kreis m und M2 in c und d die Tan- 
genten, welche die in (3 bezw. A errichteten 
Senkrechten in E bezw. F schneiden. Ziehe 
M^E nnd M^F, welche einander auf dem in 
M errichteten Lote im Punkte m schneiden, 
dann ist ^ der Mittelpunkt eines Kreises, der 
durch A, G, c, ^ geht. (Ist von Kreis m 
nur ein Punkt gegeben, durch welchen er 
gehen soll, so verbindet man, nach Aufgabe 
87, diesen Punkt mit dem inneren Aehn- 
lichkeitspnnkt von M2 und M^ und legt durch 
den gegebenen Punkt und die Punkte A und 
C einen Kreis, welcher jene Verbindungs- 
gerade in einem weiteren Punkte des Kreises 
m trifft, u. s. w. nach Aufgabe 87.) 

Trage auf M^u von m^ an die Strecke 
1^ AC wiederholt ab, wodurch man die Punkte 
^u A*j ^^1 A*4 erhält. 

Beschreibe um ^i, /"?, ^s> f'i • • • • Kreise, 
die durch A und C gehen, so schneiden diese 
Kreise Mi und Mj in den Paaren zusammen- 
gehöriger Berahrungspunkte c,, d^; c^, d^; 

C3, ^3; c^, d^ , und die Halbmesser M^c^ 

und Mjdp M^Cj und Mj^fe, M^Cj und Mjdj 
u. s. w. geben durch ihren Schnitt die ge- 
suchten Mittelpunkte w^, nh, ^3» Wj . . . . 



Beweis folgt aus Anmerkung 95, 1. 
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Anmerknng 07. Zur Probe I kann man, nachdem man durch Mifi den Punkt E 
anf der Senkrechten durch C und durch M}^ den Punkt F auf der Senkrechten 
durch A erhalten hat, die Strecken: 



FF, = F,F2 = F,F 



2-^ 3 



und 






= -|^(R2-Ri) 



machen, von den Punkten F,, F,, F3 an Kreis M2 und von den Punkten Ej, Ej, 
£3 ... an Kreis Mi die Tangenten legen, diese müssen die zugehörigen Kreise in 
den Berflhmngspankten d^^ ä,« ^3 • • • und c^, Cj, c^ . . . der gesuchten Kreise 
berühren. 

Probe IL Die Tangentenpaare Eo und Fi, E^c^ und F^d^y E2C2 und F,e2„ 
E3C3 und Fjd, u. 8. w. schneiden einander anf der durch B gelegten Tangente 
an Mt und M2. Dann geht Gi^ durch m, 6t ^i durch mi, ^7(^2 durch ^2, 63^3 
durch m, u. s. w. Endlich kann man zur 

Probe III noch die Konstruktion I anwenden, indem man durch Bm den Punkt 
D erhält, und von D aus die Strecken DDt = D^Di = D2D3 u. s. w. = AC 
macht, BD| geht durch mt) BD, durch m^, u. s. w. 

Die Beweise folgen aus Anmerkung 94 und 95. 



Aufgabe 162. An zwei einander be- 
rührende Kreise einen Berührungskreis 

zu legen, dessen Quotient in Bezug auf Gegeben: q^ entweder als Zahl oder 
die Zentrale der gegebenen Kreise ge- als Verhältnis der Strecken i>i : r^ . Kreis 
geben ist. um Mj, Kreis um M,. 

Voraussetzung: Die Kreise Mj und 
M2 berühren einander in B. 

Gesucht: Kreis um m. 



Figur 198. 



Gk 



^^ 







Konstruktion. Die Zentrale M^Mj (Fig. 
198) schneide Kreis Mt in C, Kreis M2 in 
A, M sei Mitte von AC. 

Mache auf einer beliebigen Geraden Op^ 
= -J-i^n senkrecht dazu On = n und O'R^ 
= l AC. Ziehe p^r^ und die Parallele dazu 
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durch R^, welche Opt in P« trifft Errichte 
auf M^M^ in M die Senkrechte und mache 
auf ihr M^ = OP. Beschreibe am ^ einen 
Ejreis, der durch A und C geht, so schnei- 
det er den Kreis Mi in c, den Ejreis Mt in 
d. M^c und M^d schneiden einander im 
Mittelpunkte m des gesuchten Kreises. 

Beweis. Kreis m berührt die gegebenen 
Kreise in c und d nach Anmerkung 51. 
Nach Anmerkung 94, 2 und 8, ist, wenn man 
mPo J-MjM, faUt: 

1 »iP _ Mf*. 
2"' r MA' 

aber nach Konstruktion ist M/u = OPo und 
(siehe Erkl. 88) : 

OPoiORo =0pi:0ri, 
oder: 

OPo;MA = ^PiiTi, 

folglich: 

mP _ 2Ma* _ 2.MA Pi ^ Pi _ 
Ir AM" ^ 2TMÄ * >x — "rj" "" ^" 

Anmerkung 08. Zur Probe kann man auf MtM2 in A, B, G die Senkrechten er- 
richten, durch MtM Punkt E, durch l/Lzf* Punkt F bekommen, von £ an Kreis M^, 
von F an Kreis M2 die Tangenten Eo bezw. Fd ziehen, wobei Ec = £C, 
Fi = FA ist; die beiden Tangenten schneiden einander auf der dritten Senk- 
rechten in G, G/i geht durch m. 



Aufgabe 163. Einen Kreis zu zeich- 
nen, welcher zwei gegebene, einander be- 
rührende Kreise berührt, und dessen 

Quotient in Bezug auf einen gegebenen Gegeben: g, entweder als Zahl, oder 
Durchmesser eines der gegebenen Kreise durch das Verhältnis zweier gegebenen 
bekannt ist. Strecken: p^ir^^ Kreise um M^ und M,, 

Durchmesser ED von Kreis M,. 

Voraussetzung: Die Kreise M^ und 
M, berühren einander in B. 

Gesucht: Kreis um m^. 

Analysis. Die Zentrale schneide Kreis 
Ms in A, Kreis Mi in C, über AC als 
Durchmesser sei der Kreis mit Mittelpunkt 
M gezeichnet. Ferner sei derjenige Kreis 
gezeichnet, dessen Mittelpunkt tn auf ED 
liegt, und welcher Kreis Mj in D, Kreis Mi 
in d berührt. 

Der gesuchte Kreis «Mi berühre die ge- 
gebenen Kreise in Di und di, «Hipi sei das 
Lot auf den gegebenen Durchmesser DE. 
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Figur 199. 




Nach Anmerkung 94 liegen die vier Punkte 
A, C, D, d auf eüiem Kreise /^, ebenso die 
vier Punkte Ai, Ci, D|, dt auf einem Kreise /u^. 

F&Ut man von Mi auf DE das Lot M^Qi, 

so ist der Quotient -~^- des Kreises Mj 

Kl 

in Bezug auf den Durchmesser D E gegeben, 

er sei Q. 

Der Quotient des gesuchten Kreises sei 

q, dann ist nach Aufgabe 157, 6): 

1) q= Qw»+2w. 

LOst man diese Gleichung nach n auf, so 
erhält man (siehe Erkl. 93): 



2) 



•■"=-« ^Y'-k-'w 



Dabei bedeutet n die Zahl, welche angiebt, 
der wievielte Kreis nach m der Kreis nit in 
der Reihe der Berflhrungskreise ist. 

Daher ist nach Anmerkung 95, 1): 

3) /i/ii = w. AM = w.CM. 

Daher Iftsst sich f^fii berechnen, wenn der 
Wert von q und Q numerisch gegeben ist, 
oder konstruieren, wenn man q als ein Ver- 
hältnis von Strecken kennt. 



Konstruktion. Berechne oder konstruiere 
(siehe Anmerkung 99) den Wert n nach 
Formel 2 und die Strecke ^/u^ nach For- 
mel 3. Beschreibe dann einen Kreis /u, der 
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dnrch die Punkte A, C, D geht und trage 
auf der durch (i gezogenen Senkrechten von 
AC die Strecke f^i^ii ab. Beschreibe am ^t 
einen Kreis, der durch A nnd C geht and 
Mt in D«, M| in (2 schneidet Ziehe M^D, 
und Midft, die einander in nit schneiden. 
Ein Kreis am mi mit w^ Di ist der gesachte. 

Beweis siebe Analj'sis. 

Anmerkung 09. Die Konstruktion von ju^^ vollzieht sich in folgender Weise ein- 
fach. Bezeichnet man das Lot Mi Qi von Mt auf den gegebenen Durchmesser mit 
Pp den Halbmesser von Kreis M^ mit Kp so ist: 



Pi ^ V n i\ ^ Pi» p, ^ Y n Pi» ^ 



Pi* * 

Mache auf MiQt die Strecke MiH = ri (wegen beschränkten Raumes wurde 
MiH = |.ri und MiL = \.pi gemacht), auf MiC die Strecke MiL =jpt, ziehe 
HL und die Parallele dazu durch Qt, welche M^C in K trifft, so ist: 



Daher: 



M K = Mt L . Mt Qt _ _?LiPl = K 
* M.H "rt 



Pi "^ V "p^i "t- i>^2 -p^ 

Beschreibe über BK einen Halbkreis, welcher die auf BK in Mi errichtete Senk- 
rechte in N schneidet und trage BN von B auf BC nach Q, so ist: 

MtQ = BQ — BMi = BN — BMi = BN — Et, 

aber: 

BN' = BMt . BK = Ri (Ri + K), 

folglich: 

M,Q 
n = --— • 
MtQi 

Mache daher auf M^Qi die Strecke MiR = AM, ziehe QtQ und die Parallele 
dazu durch R, welche Mi C in trifft, so ist MiO die gesuchte Strecke ^^t. 

Anmerkung 100. Im Bisherigen waren stets die beiden gegebenen Kreise als ein- 
ander berührend vorausgesetzt. Nur auf solche beziehen sich die Sätze von Pappus 
und Steiner über die Quotienten von Berührungskreisen. Dagegen ist es gleich- 
giltig, ob die gegebenen Kreise einander von aussen oder innen berühren. Die 
Quotienten der successiven Bertthmngskreise nehmen ins Unendliche zu. Wenn 
dagegen die gegebenen Kreise einander nicht berühren, lässt sich jene einfache 
Gesetzmässigkeit nicht mehr konstatieren, dagegen haben die Quotienten entweder 
ein Maximum oder ein Minimum, je nach der Lage der gegebenen Kreise gegen 
einander. 



Aufgabe 164. An zwei gegebene 
Kreise, welche einander nicht berühren, 

einen Berührungskreis zu zeichnen, für Gegeben: Kreis um M, Kreis um N. 
welchen der Quotient in Bezug auf eine Gerade ap. 

gegebene Gerade ein Maximum oder Mi- 
nimum sei. Gesucht: Kreis um m. 
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Analysis. Der gesuchte Kreis m berühre 
Kreis N in (2, Kreis n in e, man ziehe in 
d und e die Tangenten an Kreis tn, so 
müssen dieselben einander auf der Potenz- 
linie der Kreise N und n schneiden, der 
Schnittpunkt sei a. Es seien M und ^ zwei 
andere Kreise, welche N und n berühren, 
und D und Ö, E und c seien ihre Berührungs- 



Figur 200. 




punkte mit N und n, so schneiden J)d und 
Ee einander auf der Potenzlinie in A, eben- 
so d[<f und ei auf der Potenzlinie in a. Da 
ad Tangente an N ist, also mit N nur den 
Punkt d gemeinsam hat, kann auch kein an- 
derer Berührungskreis mit Kreis m zusam- 
men den Aehnlichkeitspunkt a haben, son- 
dern die Aehnlichkeitspunkte A der von der 
Potenzlinie entfernteren Kreise liegen über 
a, die der näheren Kreise f* liegen unter a. 

Man ziehe durch M, «n, ^u beliebige Pa- 
rallelen, welche eine beliebige durch a 
gehende Gerade bezw. in Pt, j?, tti schnei- 
den, ziehe femer Ap, welche die Parallele 
MPt in P, und ap, welche die Parallele f^n^ 
in n schneidet. 

Da p auf dem Aehnlichkeitsstrahl Ajp 

liegt, so ist: 

mp MP 

Da p auf dem Aehnlichkeitsstrahl ap 
liegt, so ist: 

® mp fin 

r 
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Aber nach dem Obigen ist MP > MP^ 

und fin^fin^^ daher ist der Quotient ^^ 

r 

MP 
grösser als jeder der Quotienten -^-* oder 

Krkl. 189. Der nebenstehend bewiesene Satz ^"«.., gg jgt also, mair die La«e der Ge- 
von Steiner lautet: Q x:-» «i a«u, mu^ ui» x^u^^ uci vre 

Zieht man aus irgend einem Punkt a der ^»d«»' ^ B^«/ *^f ^^^^ ^*^ Quotienten 
Potenzlinie zweier ineinander liegender Kreise genommen werden, sein wie sie will, wenn 
N, n eme beliebige Gerade und bestimmt in sie »w dw'ch einen festen Punkt der Potenz- 
Bezug auf sie die Quotienten aller Kreise, welche linie geht, der Quotient desjenigen Kreises ein 
die gegebenen gleichzeitig ungleichartig be- Maximum, welcher die gegebenen in den 
rühren, so ist der Quotient desjenigen Kreises Berührungspunkten der Tangenten berührt, 
am grössten (kleinsten), welcher mit dem Kreise ^^ man yon dem festen Punkte auf der 
N zusammen von der Tang^te aus dam Punkte Potenzlinie an die gegebenen Kreise ziehen 
a iD emem und demselben Punkte berührt wurd. u^^n 

Konatraktion. Beschreibe einen belie- 
bigen Kreis K, der Ejreis N in B and B^, 
Kreis n in ^ und bt schneidet, ziohe BB,, 
bb^, die einander in C treffen, und fftlle 
von C auf die Zentrale Nn die Senkrechte, 
so ist diese die Potenzlinie der Kreise N 
und n (siehe Anmerkung 29). Die Potenz- 
linie schneide die gegebene Gerade in a. 
Ziehe von a an Kreis K die Tangenten ad 
und ae^i, an Kreis n die Tangenten ae und 
ae^, 2äehe Nc2 und ne, die einander in m 
schneiden, ebenso Nc2i und nei, die einan- 
der in nit schneiden, beschreibe um m und 
mt Kreise mit dem Halbmesser md bezw. 
ni|t^i, so sind diese die gesuchten. 

Beweis folgt aus Analysis. 

Determination. Für die gefundenen 
Kreise ist der Quotient ein Maximum, für 
den einen positiv, für den andern negativ. 
Würde man dagegen diejenigen beiden äneise 
beschrieben haben, welche N in c2 und n in 
«1 oder N in dl und n in e berühren, so 
wäre für diese der Quoüent ein Minimum. 
(Siehe Steiner in Crdle^ Journal für Mathe- 
matik, Bd. I.) 
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